序 


I _ 

口 


这部书的第一卷终于交印了，它既是急就章，又是拖沓篇.1958年匆匆上马，现想现 
写现印现讲，有时写稿不过三遍，仅仅经过起草、修改、誊正三道手续便拿去付印.有时候 
校对来不及，就不校对了，因而原讲义上错误百出，疵谬迭见，所以说这是急就章.如果 
能专心一志地连续地干下去，那还可能比较好些，但又经常为其它工作所打断，因而写一 
段停一停，改一章放一放的情况又经常出现，所以说是拖沓篇.紧紧松松，赶赶拖拖.因 
而详略不一，前后不贯，轻重失调，呼应不周等毛病在所难免的了. 

情况是如此，虽然经过同志们的帮助和修改重写，但还可能留下不少后遗症.这样的 
草率工作本来不该交印的 3 但不少同志热情鼓励，几经踌躇终于把它出版了，希望经过读 
者的帮助，人多、眼多、想法多，多提意见将来可以改写得更好些. 

这个课目始至终是和王元同志合开的，他对原稿的形成与改写都提了不少意见，并且 
有不少章节都是出诸他的手笔.在共同教学中一些心得已经吸收入我们合著的“积分的 
近似计算” 一书中（科学出版社1961年初版)，1961年龚升、吴方等同志又用这讲义教了 
一遍，修改了不少.最后定稿又经过曾肯成、许以超、史济怀、邓诗涛、李燜生、刘碧梧等同 
志的细心校阅，提了不少意见.个别章节还获得了戴元本、陆汝钤、韩京清、周永佩、罗祥 
钰、曹传书、吴松林、江嘉禾、李培信、邵秀民、陈志华、石赫、殷慰萍等同志的帮助，有关这 
些我在这儿表示谢意.特别应该一提的是：在最后定稿的时候，获得了中山大学吴兹潜、 
林伟二同志的帮助，他们一字不苟地校阅推敲，使本书避免不少错误.这样的主动地来自 
其他院校的帮助只能归功于集体主义的优越性. 

在写作的过程中参考过熊庆来的“高等算学分析” (1934); 苏步青的“微分几何学" 
0947); 赵访熊的“高等微积分 ”（1949); 孙光远、孙叔平的 <‘微积分学 ”（1952); 陈建功 
的“实函数论 w C 195 B ); 杨宗磐的“数学分析入门” (1958); 樊映川等的“高等数学讲义” 
0958); 陈荩民的“高等数学教程 ”（1958); 关肇直的“高等数学教程（第一卷 )”（1959); 
江泽坚的“数学分析” ( I 960)； 北京大学、复旦大学、南京大学及高等数学教科书编审委员 
会的“高等数学教程”,我在此致谢.其他作为参考的外文书籍不在此 一一 列举了. 


* 
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些努力 - 






/ / ) 


能 更好地体现竞对教学改革的方针，但是 



由于自己的理论和业务水平，没有能够较好地做到，读者可能发现一些其它书上所没有的 


材料，也可能发现一些稍有不同的处理方法，但毕竟是太少了.在谈到这一点的吋候，感 


到空虚，并且诚恐会错误百出.大家所公认的、辗转传抄的已经成熟的材料，错误还有吋 
难免，何况第一次写下来的东西，那更使人耽心了，但是还是斗胆地放进书里去，作为引玉 
之砖，作为试矢之的.特别是一些高的内容放低了，难的内容改易了，繁的内容化简了的 


部分更希望大家指正.但是我个人深信，只要每本书都有些章节改进，集腋成裘，我们教 
学改革会汇成巨流的，辛勤的点滴劳动，可能是大丰收的预兆. 

大学教书不是照本讲，因此本书也准备了一些可教可不教的材料，教师们可以灵活掌 
握，余下的材料可以作为学有余力的同学的课外读物.习题应当做，并且适当地要多做 
些.本书没有组织好习题，希望老师们自己设法组织.习题的目的首先是熟练和巩固学 
习了的 东西; 其二是初步启发大家会灵活运用，独立 思考； 其三是融会贯通，出些综合性的 
习题把不同部门的数学沟通起来. 


在教学过程中深得教学相长的益处: •其中 不少是由于同学所提意见的影响，我把所得 
到的一些不成熟的看法写在下面供同志们参考.我讲书喜欢埋些伏笔，把有些重要槪念、 
重要方法尽可能早地在具体问题中提出，并且不止一次地提出.目的在于将来进一步学 
习的吋候会较易接受高深的方法，很可能某些高深方法就是早已有之的朴素简单的方法 
的抽象加工而已.（有些深化了些，有些并没有深化而仅仅是另一形式而已 .） 我也喜欢生 
书熟讲，熟书生温的方法，似乎是在温熟书，但把新东西讲进去了，这是因为一般讲来，生 
书比旧课，真正原则性的添加并不太多的原故.找另一条线索把旧东西重新贯穿起来，这 
样的温习方法容易发现我们究竟有哪些主要环节没有懂透.有时分讲合温，或合讲分温， 


先把一个机器的零件一一搞清，再看全局，或先看全部机器的作用和目的，再分析要造成 
这个机器需要哪些零件而把条件 一一 讲明.“数”与“形” 的“分 ”和“合”，“抽象”与“具体” 
的“分”与 “合” 都是在反复又反复的过程中不断提高的.同学也要求讲讲“人家怎样想出 
来的'因而在讲书时也曾作过尝试，主观地推测一下，这很可能并不是原来的想法，但给 
出一条“这一步看下步并不难，连看几步就达到目的”的途径，作为同学们的参考. 

以上一些肤浅的看法在讲课时都尝试过，但绝大部分写不下来，或者写下来就走了 
样，因此，同是一部书，可以多样讲，讲义作参考，结合同学的实际情况能灵活掌握才好. 
拉杂地写了这些意见，与其说是对教师讲的，还不如说是对同学(或自学的人) 讲的. 





总之，由于水平的限制，虽然黾勉从事，但缺点一定不少,我诚挚地希望读者们多提意 


见，更希望教师们多多指教. 

最后，特别需要提起 的是： 由于中国科学院数学研究所党组织的支持，才使我有机会 
讲授基础课和编写讲义；在编写过程中，自始至终得到了中国共产党中国科学技术大学 
委员会的鼓励、关怀与支持，还给予了具体的帮助，这是我衷心感激的.有了党的鼓励、关 
怀与支持，使我这几年来敢于按照自己的一些肤浅的设想来进行教学的尝试，使我这几年 
来有勇气把第一次写下来的东西放到课堂上去教，使我这几年来能把这项工作坚持下来. 
至于中国科技大学教务处、数学系与数学教研室的同事们，在我从事这项工作的时候， 一 


直给我方便与帮助，也在此表示感谢.对科学出版社的感谢，那就更应当在此一提了，他 


们花了大量的劳动，在制图、编辑加工、排版印刷、校对等方面都做了细致而深入的工作. 
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第十一章积分学的应用 


§ 1. 曲綫的长度 


弧长的定义. 假定 A B 是給定的曲綫上的两点，以这两点为端点作这曲綫的內接 
折綫 3 当这折綫的边数无限增加，而且每边的长度都趋向于0时，这折綫的周界长趋向的 
极限（如果这极限存在的話）叫做这曲綫在 B 两点之間的弧长. 

假定所給的曲綫的参变数表示是 

x ^ W 3 y ^ ^0). (c) 

当 f = a 及时所給出的点就是 j 点与 B 点.假定 a < jB , 当 < 由 a 变到 JB 时， （ r ， y ) 就 
沿着曲綫 （ C ) 由点/变到点 S . 又假定 9(0 和 < A (0 都有連續的微商 ，在 弧上取 U + l > 
个点 

A = M 0 , Miy Ai 2 , •…, M v , • • •, M n — B 

各对应于 

« = hj hj • . ， 一 1 ， t n ^lj tn = A 

把的坐标記作 

Xv = yu = 必（心）， 


图 1 



則与之間的距离等于 


VT 


A - i ) 2 + {yv — 


3V 


因此折綫的总长 度等于 


n _ 

V (A — ^v-i ) 2 + (y y — y^-i ) 2 



n 







依定义， < B 間的弧长 ：等于 


7 * _ 

lim 2 V (< p (^ p ) — < p ( f v _ i )) 2 + C<KO — 

_ _ 


n - ►oo 


v 


由 Lagrange 公式，我們有 


<pOv) — <p(#v-i) = Ov — t v ^\)< p \ r v ) 


^{tv) — <pO—i) = 
这儿弋， < 都是 U -! ，〜）之間的値.所以 



A ^ c / r ’ Cry ) , 


命 


則得 


V(<p(o — <p ( 〜 —i)) 2 十 OK 。）一 <k “- oy 

= i . t v — ^- i ) V 史' 2 « ) + 0 ，2 ( n ). 

<p' 2 (r :，） + 4' 2 «) = V 9' 2 (r'v) + Wv) + 办 


lin, 2{V9 /2 (<) 十 #(r:) + 77 ,} 




I ；— i 




n 


lim 2 V < p /2 (^u ) + — f 一 i ) + lim 2 V 人 〜— 匕一 i ). 


n，oo 


v 


n — co 


V =3 


前者等于 



，2 0) + 屮 ,2 (0 心. 


a 


再証后者的极限等于 0. 由不等式 


^sj a 2 + b 2 


a 1 + b\ ^ j b ■— b\ 


〈这 不等式的証 明是: 


a 2 b 1 — + b\ 


可知 





W < I 少 '«) — 


根据 #(0 的一致連續性，給了任意 s > o , 可找到一个<?，使当|广 一 /| < 5时 


f (0- s & V)i < 8# 


卽当 max | t p 一 t v ^i I < J 时， 


rw 

2 — t v ^i) < S(0 — «)• 


闵得所証. 


A , B 阏点間的弧长可由公式 





9>。 W + ^ /2 C0 dt 


表出来. 


如果£是一变点，則 


W 




( y^w 


小’ 1 0) dt . 



对积分的上限求微商得 


ds 


ds_ 

了 t 



9' 2 (0 + < A' 2 W ， 


再由 




dx 

^Tt 


^ w 


dy 

Yt 


得出 


df ~ ^ 少 , 2 (《） + P i/) dt ， ds ~ (A) 2 + (<iy) 2 . 


所以求弧长的公式可以写成为 

nB) r{ 3 ) - 

s — \ ^ = 1 V (^) 2 + ( 办) 2 ， 

J { A ) JU) 

这里00, （B) 各表依照积分变量对应于曲綫上点点 B， 这积分所应当取的上下限. 
特則是，如果曲綫由 


y 


fW 


表示，幷且 j，s 各对 应于尤 


j 


X 二 b , 則弧长公式变为 


S 



1 


Jv 

dx 


dx 


Vi + (roo) 2 厶. 


又如果是极坐标形式 




/⑼， 


由直角坐标 h y 与极坐标的关系 


r cos d y y — r sin 沒 


可得(这就可以看成为以 0 为参变数的方程) 


dx = cos d dr — r sin 8 dd y 
dy = sinQ dr Hh rcosddd y 


及 


dx 2 + dy 2 = dr 2 + r 2 dd 2 ， 


所以 


ds = -\/{dx) 2 (dy) 2 = V 0^ r ) 


idd)\ 


如果 A 与 B 各对应于角汐 


， 0 == j3 的点，則极坐标所表出的弧长是 


s 



dr 

d6 


1 


dd. 


ds 的极坐标表达式也可以由图 2 得到.当弧 MM 9 非常小时，可以用 M， 
M 7 間的弦代替这段弧.这弦恰好是直角三角形 UNM r 的弦，而其他边各 
与 rdO s dr 近似相等. 

注意，曲綫的长度是有方向的，如果我們假定了正向是由3到5,則 
由 S 到2的度量就是以上的长度加一負号，在用参变数表示法时，也請注 
意这点，要看准由《变到 iB 是否就是/到 S 的方向. 

例 1. 求（0 , 0) 与 （ a，J) 之間抛物綫 y = X 2 的弧长 f # 










+ 4a: 2 dx 



— 丄 [ 2a \/ 1 + 4a 2 + log (2“ + "\/l + 4a 2 ) ]• 
4 


例 2. 求对数螺綫 


r = Ce ad ( C 〉0) 

在 (9 = <1与0 = J 3 之間的弧长，这儿 C 为常数. 





C -yj \ + « 2 J e a0 dd 


C^/l a 1 /w 


( 


)• 


a 


例 3. 設有一个半径是“的圓在一条直綫上滚动，这圓上一个固定点 M 的軌迹称为 

旋輪綫，求 m 与直綫相交的两点之間的弧长. 

命固定直綫为 I 軸， M 与直綫两邻接的交点 
是 o 与夕，圓心是 C，Z MCN = 則可知旋輪 



故弧 oo ' 的长度为 


綫有如下的参數表示 


晕 

番 


x — a(^t — sin i ) , 
y = a(l — cos /) ， 


'2?r 


0 


dx 

Ht 


2 


dy x2 


dt 


dt 




o 


-h/ a 2 (l 一 cos；)^ + a 1 sin l t dt 



— 2 cos tdt = a 





sin —— dt ~ Sa 
2 


習題 1. 求星形綫 x = a cos 3 y ~ a sin 3 1 的周长. 

習题 2 •求圓的漸伸綫 

x = a (z sin at 十 cos ，)， y — a ( sin t — t cos i ) 

当 / 二 0 至 f = 0 时的弧长， 

習題 3 . 求心脏綫/ • = acosd + a 的周兵. 

習題 4. 一条有重量的鏈子，两端悬起，鏈的方程可以写为 

2 

求当尤 = 0至之間的弧长. 


• 4 • 




我 們已經 証明过在曲綫 


§2•面 积 


y = /(«) 

与 x 軸， x = a y x = b 之間的面积等于 





f{x)dx % 

a 




我們現在硏究参变数表示下的情況，仍假定 

x = <p (0 ? y = 屮 0) ， 

此处的屮与少有連績微商.如果当 z 由&变到&时，是增面数,則在此曲綫与 x 軸之間, 
及 对应于^ A 的纵坐标之間的面积等于 


Qi ) cp f { t)dt 


dx j 
y - dt 

dt 


* 


如果我們有一条閉的曲綫 c， 它是一个单圈形式的曲綫，卽任一平行于 y 軸或 y 軸 


的直綫至多和它交于两点.假定 c 上的点可以由参变数表 
示，幷丑当 * 由&变到小 p 依一定方向走完一圈.我們假 
定 P 取这样的走向，使当 P 按这方向沿 C 运动时，由 C 所围 
成的面积的点总在 P 的左边.我們現在来硏究这个曲綫 c 


tdx ) 


所包的面积. 


假定这曲綫在 


办之間，且这两直綫与 C 有 



公共点，曲綫的上一部分的方程为 y = AO)， 下一部分为 


图 4 


y 


不妨假定当/由〜变为/时，曲綫由3沿 


到由 〆变为6时，曲綫由 


B 沿 y = A G ) 到疋 如此則得所求的面积是 


j fiix^dx — f j z {x)dx = — j I ^ (J) cp f (j) dt 


— 1 4 (/) 平 ’ （ j ) 心 


i; ■ 1 " 



dx 

dt 


dt 




同样可以証明，这面积也等于 


r 

x 

n dt 


及 


2 



dy 

dt 


y—\dt 
dt 


例 1. 求橢圓 


1 — 


1 + 


y ^ b 


1 + 


所包的面积. 


5 






当 ^ 由一 00 变至00时，图綫走了一圈，故面积为 


C 


x^-y 
、 dt 


dx \ 


dt 


2 


2 J - 


dt 


(f) 


dt 


ab{°° ( 1 

2 J-Al 


一 / 2 V 2(1 + t 2 ) 

T7 / (i -Ty 


dt 


ab 


dt 

1+7 


a 厶 tg ’ 


a bit . 


卽椭圓面积等于长半軸和短半軸的乘积的 x 倍，特別当 a ^ b 时，便得到圓的面积* 
例 2* 求 x = a cos 3 y ^ b sin 3 1 所包的面积. 


所求的面积 


f ( 


dy 

dt 


yi £) dt 


2 Jo 


a cos 3 t m 3 b sin 2 ^ cos f -h 3 a cos 2 1 sin t • b sin 3 ? ]dt 


3 f 35t 3 / 

— ab 1 sin 2 1 cos 2 tdt — — ab \ t 

2 Jo 16 \ 


sin At 


Ttab . 


倒 3. 求曲綫 


a : 3 + y 3 = 3 a xy 


的围綫部分的面积. 

我們巳知参变数表 示法: 


3 at 

r+" 


3 at 2 

1 + t 


3 * 


当# 由 0 到 00 时，沿这围綫走了一圈，所以 


2J0V dt 


dx \ 

^7/ 


dt 


2 Jo 


3a 2 I 00 


© 


1 f 00 9 aVdt 

2 Jo (1 + t^y 


Sa 


2(1 + f 3 ) lo 


子是面积等于 y 

現在考虑极坐标的情況.由 


r cosdy 


sin 


及 


dx = dr cosd —— r sin 6 dd 3 dy = dr sin 0 + r cos 0 d 6 


町知 


— (xdy — ydx ) = —- r 2 dQ m 
2 2 


因此面积公式的极坐标表示法是 


r 2 d 6 % 


如果要求角0 = «与0 = jB 之間曲綫 




Kd ) 所围成的扇形面积，就是 




* 



K ❹） dQ. 


2 


a 


例求 Achimede 螺綫 
所求的面积为 


aO 一环的面积. 


a 2 6UQ 


2 Jo 


a 2 6 z 

6 


o 


ttV . 


例 5. 求蝸綫 


cosO + 厶， ( 厶〉 a) 


所围成的面积. 
所求的面积为 


2 



cos 6 -h b) 2 d0 


2 


2 


b 2 )0 + — a 2 sin 2 Q 4 - lab sin 0 

4 


2 


(“ 2 + 2b 2 ) m 


例 6. 求双紐綫 r 2 = 2 a 7 cos 20 所围成的面积. 
总面积是右边一块的面积的两倍，故所求的面积为 


2 


2 


A 

I 2 a 2 cos 20^0 = 4 a 2 \ cos 20 dO = 2 a 

J J 0 




習題.求旋輪綫的 一 支: 




a(^t 一- sin t ) ， y 




a 


(1 — cos i ) ? (0 ^ f ^ 2 nt ) 


与 x 轴所围成的面积. 


§3. 利用橫断面算体积法 


用 r 代表一个立体的体积，我們取一条直綫作为坐标軸，其上取一点作为原点.在离 
原点 x 处作这軸的一个垂直平面，如果知道所求立体在这垂直平面上所截得的面积等于 
AM , 則可由定积分来計算这立体的体积 * 




再假定这立体在 


与 


点所 作的垂直平面 之間， 我們在《，6間作若千断 


面把立体分为若干个单元.考虑这样的一个单元，它界于兩断面尤与 AT + 之間.以 

_ Ax 作高，以尤的断面作底做出的正柱体的体 



积等于 




于是我們得到所要求的体积 K 的近似表达 


式: 


SA(^x^)^x m 


当断面无限增加， Ax 的最大値趋向于0时，取极限，得一定积分，此卽体积.因而得出以 
下的 結論： 

垂直方向作为 f 軸的方向，則这立体的体积由公式 


j A{x)d,. 


表达，其中 A { x ) 是橫坐 标为％ 的橫断面的面积， a ， 6为这立体的两端断面的橫坐标. 


• 筆 _ * 


_#% •蠡 鲁 


如果我們的立体是一个旋轉体，卽先給定一条曲綫 
体，我們的橫断面就是以 y 为半径的圓，所以 




/00,繞 I 軸旋轉所得出的 


^4 (at) = Try 2 ^ 


而体积就等于 


[ y 2 dx. 


例 L 求底半径为 r ， 高为 A 的圓錐体的体积 


命錐体的軸为 f 軸，錐体的頂为原点，以垂直于 
軸的平面去截这个圓錐体，得一个圓，半径为 



因此圓錐体的体积为 


f：(i 


2 


dx 


7 tr 


nr 2 h 


卽高乘底面积的 1/3. 
例 2. 設椭圓< 


I 


1繞 T 軸旋轉，求此迴轉撕圓体的体积 r : 


a 

y 1 dx 


f a ~ (« 2 - x 2 )d. 


2 tc 


T (a 2 — x 2 ^)dx 

J o 




2tc* 


M 

Kaly 


m 







例 3. 求抛物体 2 az — x 2 y 2 与球 x 2 + y 2 + z 2 — 3 a 2 的公共部分的体积, 


以垂直于 r 軸的平面来截这两个立体.当用 == a 这张平面去截时，截下来的®积相 
等，称为截口. 

当用平面 z = a ( a < a ) 去截它們的公共部分时，得半径为 ^flTa 的圓.但当 a > a 
时，就得到半径为的圓.因此体积等于 


C- Ca^l 

2ku j zdz + I (3df 2 — z 2 ^dz 



(6^3—5). 


例 4. 以通过圓柱体底的直径的平面去截这圓柱体，由它切下来的几何形体，称为 
圓柱弓形体.試求以与底面成角的平面去截底的半径为 a 的圓柱体时，所得的圓柱 
弓形体的体积. 


取截面通过的直径所在的直綫为％軸和底面的圓心为原点.以垂直于^軸的平面去 
截时 ， 得一个三角形，其面积为 




tga ， 


因此弓形体积等于 

1 C ° f 2 _ 2\ J 2 3 *. 2 2l 

—— tg a \ \a —— x )ax = —— a tg a = —— a ft ^ 

2 J-a 3 3 

此处 A 是圓柱弓形体的高， 



图 9 图 10 


若以垂直于 y 軸的平面去截时，得到的是矩形 3 其面积等于 


2 xy tg a == 


2 tg \/ a 2 — y 2 . 


所以圓柱弓形体的体积等于 


2 tga 






~ a 2 k m 


習題 1. 試求对应于 x = 0及 X = 6 的一段悬鏈綫 





繞尤 軸旋轉所得的体积. 




習題 2. 求旋輪綫的 一支： 

x = ai^t 一 sin i) ? y — a(\ — cos i) ^ (0 ^ ^ ^ 2?r) 

鐃尤軸旋轉所得的体积. 

習題 3. 求星形綫3 3繞: t 軸旋轉所得的体积. 

習題 4. 求球 x 2 + y 2 + z 2 = R 2 与圓錐/ = y 2 + z\x > 0) 的公共部分的体积. 

■ 


§4. 旋轉面的側面积 


假定在〜 y 平面上有由参数方程 

x = <p (，）， y = (0 

所定义的曲綫，当 < 由《变到]3时，曲綫由2到 5. 我們現在要求出这一曲綫繞^軸旋轉 
所得出的旋轉体的側面积. 



m 11 



图 12 


先作折綫 


A == Mo , M ly M 2 ， •”， M ^ 1? M ” • *. ， M n ^ 


对应的点是 

Ct Z 。， J ? i ， #2， * • * ，广1， ’ y ，• • • ， tn - l ， 玄 n ：:= 

我們先算出这折綫旋轉所得出的側面积.由綫段繞; c 軸經旋轉所得出的截錐 

♦ 

的两底的半径各为 

=必(〜— i ) ， = < K ~) ， 

斜高等于 


这截錐的側面积等于 


V ( x v — Xv^i) 2 + (h — yv — I ) 2 , 


7 c [ 小+ <^(^)] V ~ 欠 v — I ) 2 + (yv — y 一 I ) 2 

= 7c[<jf{ty-{) + <K “） ](G — ^-l) V <p' 2 (r: ) + </r' 2 (r:') 

(用 Lagrange 公式），此处 r : ， rC 是 (^- i , i v ) 中的数値.我們現在要考虑的是 

n 

疋 2 (0(0 + (p /2 (r v ) + — G_ 1 ) 


的极限.与处理弧长的原則一样，我們不妨在第一、第二因子中把 r ； 5 r ： 都換为心 


10 * 


\ 




(这样的变化仅相差一个无穷小），改变后得 


ft 


2 n 2 <KO V + 中 ' 2 ( G ) (〜一 ^- i ). 


在趋限时，就得到总面积的公式 


F 


f ip ( r ) 2 CO + iff 2 (#) dt 


也就是 


( ⑷ 

yds. 

U ) 


例 1. 求球面（卽半径为，的圓，繞直径旋轉而成的立体的表面）的面积，取这个圓 


• • 


參#* 


为 


X 1 + y 1 r z ; 


而旋轉軸为^軸，則球面的面积为 




2tcI y 


dx 


dx — 2tc 


产 g ■ 

y r l 


x 4 



dx = 4rcr 


x 


例 2. 求星形綫 x = a cos 3 tj y ~ a sin 3 1 繞 x 軸旋轉的立体的表面积 P . 
只要将 星形綫 在第一象限的弧所划出的曲面的面积加一倍卽可，故 


P — 2 * 2it\ y jdt = 4^r f sin 3 t • 3a sin ^cos^ dt 


o 


dt 


dt 


0 


1 


2 sm t 


Yliza l sin t cos t dt — Ylna 

o 5 


T 


12 

5 


na 




例 3. 求心脏綫 




+ cosd ) 繞极軸旋轉所产生的曲面的面积 P : 


P 


= 2tv\ 


产 2 士 si W r2+ ( 告丫必 


2兀 r 仏 cos 3 — sin —*2 acos — 

o 2 2 2 


2 it ' Sa 2 j cos 4 


—* sin — dd 
2 2 


5 


Ka 


■ 


習題 1. 求对应于 


0 及 x = 6 的一段悬鍵綫 


x 

■ ~ F -™ 


y 


2 


{e a -he a ) 


的弧繞”軸旋轉所得的曲面的表面积. 

習題 2 ,求双紐綫 r 2 = 2 a 2 CO $ 20繞极軸旋轉所得的曲面的表面积. 
習題 3. 求迴轉椭圓体的表面积，卽椭圓 

尤 2 1 


繞^軸旋轉所得的曲面的表面歇 


1107991 


* a * 




習題 4. 求旋輪綫一支 


x = a(j — sin 尤)， 


y 




一 cos#)， 0 ^^ 2 x 


繞 X 軸旋轉所得的曲面的表面积. 


§5. 柱面的側面积 


在 X ， y 平面上有一曲綫 


x cp (#) 5 y = 


过这曲綫上的点作平行于 Z 軸的直綫，这些直綫成一柱面. 

再 加一个方程 sr = x(/)(x > 0), 我們 要求在 z = 0 平面和 
面积.我們把間的曲线分成为 


Z 0) 之間的柱面的 


A — Mjj ， Mi ，• • • ，1， My ? … • ， M n = B 9 


它們对应于 


« = h , ti 


V* 


，1， 


〜一1， = ft 


作梯形 ，这 个梯形以經过 M^ u M tf 的二直綫为边 ，它 的面积等于 


方 V— 1 


2 


V [9( G - i ) — 9( G )] 2 + [必 U —1) — 0(^)] 2 # 



C 



用与上节相同的方法，我們的問題可以化为求和数 


n 


2 x C^) V 9' 2 (o + w) 一 “一 o 


的問題，所趋的极限是 


( 3 x 0) ^ q > f K 0 + 


例 1. 求 X ， y 平面上曲綫 


y ' — 


bx 


上对应于 * = 0及 




“的一段弧上建立的柱面与平面 


礞 


12 


# 




c 

Z = 一 X 

a 


相截后所得的柱面的面积 P (图 14)： 


P 






x ii + (—\dx 


a j o 


c 


a 


V« 4 + 4^ 2 X 2 dx 


\2b 


[<y + 4b 2 y n - a ^] % 


例 2. 如果将上例中曲綫段換为在第一象限中的圓周，卽 y = ^ a 2 - x \(0< x < a ) 9 


則由于当 


x 


时 


dy 

dx 


— > 


00 ,所以上面的公式不能无条件的使用.采用参数表示法 


cos/* y ~ a sin t ( 0 ^ ^ ^ 


7 T 

2 


y 


故 


P 




0 


z 



dx 

Ht 


2 


dy 

dt 


2 


dt 


2 


cos t dt — ac 


o 


參 


例 3. 求曲綫 


R sin 2 1 ? y — R sin tcost 


在第一象限內的一段上，与高 


z — R cost ： 


所构成的柱面的面积 P 


* 

■ 


P 




貫 

j R cost-y/ (^2R sin #cos i) 2 + ( — R sin : 


R cos 2 t) l dt 


2 




— K 2 j cos t dt = R 2 ^ 

(曲綫与 S = 及 COS if 所构成的空間曲綫，正好是柱面 x l + y 2 = Rx 与球/ + y 1 + z 
R 2 的截口，称为維維亚尼曲綫). 

習題 U 求将例1中的曲綫段換为椭圓在第一象限中的一段 


x 


cos y = b sin t ( 0 ^ ^ 


2 


时的柱面积. 


習題 2. 求半径为 r ， 軸相交成直角的两圓柱体的公共部分的表面积, 


§ 6•求重心 


給定〃个 貭点: 


M x {x u y u zi), M 2 (x 2 , y 2j 之 2 )， 


華* » 


， M n ( x nj y ny z n ) 


它們的貭量各等于 


mij m 2 


m 、 






m 


表示总貭量，則 


M = 



m v 




M 


n 

E 

V 二 1 





m 小， 


n 





称为这貭点系的重心. 

不难驗証，把这一系任意地分为若干組，每一粗有一重心 . 把这一組的貭量完全集中 
在这些重心上，作出一个新貭点組，这新貭点組的重心就是原貭点組的重心 . 

我們不討論貭点系，我們討論充滿平面上某一个区域或某一条綫段的物貭.为簡单起 
見，我們只考虑均勻分布的物貭的情況.取密度为 1， 这样 ，一 条綫段总的貭量就可以用这 
綫段的长度来表它 ，一 块平面区域的貭量可以用面积来表示，也可以用体积来表示貭量. 
先求一条曲綫弧的重心 . 假定它的长是6把弧分为》分 ， Am ==么，貝 

X — ~ ZxAr, y — — 

s s 


求极限可知 


而 


由此推出 


xds , V 

(A) 


-\ iB) yds 

S JiA) 


r(B) - 

=l ^ = I V a 2 + dy 1 
JU ) Ju ) * 




定理 1 (Gulditx Pappus ). 由平面上一段已知弧，繞这平面上一条不穿过这弧的直 

綫作軸，迴轉而成的.立体的側面积等于这段弧的长度与这段弧的重心旋轉时經过的路程 
的长度之积. 

証.取旋轉軸为^軸，由弧旋轉所成立体的側面积等于 



( B ) 


(A) 


yds = 2冗歹•丨 • 


例 1. 試求半径为^的圓弧的重心位置. 




14 


m 



因为这弧对称于通过它的中点 M 的半径 OM， 所以重心在这半径上.为了要确定重 
心，仅須求出它与圓心 0 的距离 7. 取軸如图所示，幷以 s 表弧的长度， i 表示弦 
的长，我們所硏究的弧繞 x 軸旋轉，得出球带，它的面积 P 等于 2 jcM . 依 Guldin 定理，这 

表面积又等于 2 nijs ， 所以 srj — rd 9 卽37 = ^, 

^ S 

取为半圓，卽 d = 2 r，<f = Trr ， 則得 

2 


例 2. 求旋輪綫的 一支: 


a(^t — sin i ) , 


y = a(l — cos i ) 0 t 


的重心， 

由于对称性，所以重心 （f，7) 的撗坐标€立刻可以求出 



2 rca 

2 


1=1 %€L^ 


B 知旋輪綫 一支的 周长为知，又知这一支繞，軸旋轉的表面积为^ (見 § i 例 3 
及§ 4习題4)，故由 Guldin 定理可知 


64 

3 


ita 2 = 7/ kt ]、 Sa m 


4 

因此7 = — \ 

再考虑一块平面区域/ (它的面积也記之为 /). 为簡单起見，假定这个区域是在两 
条曲綫之間，这两条曲綫各为 


取 x 到 x + Ax 的一小块. 


欠0 


y = /iW ， y = fiM. 


对这一块重心 （r。，y。） 的近似式是 


x 


3 


yo 


_ /i(^) + f?-00 


2 


而 Am 〜 { fiix ) — 



fKO 



图 18 


因此整个面>积的重心等于 

r 




15 






- 1 1 r 办 

x ― —— =——1 x^i.x') — fii.x^jdx 
A n -*°° AJ a 

y — 丄 limXy 0 A/w = 丄 lim^S fe( y ) + h( y ) (/ 2 ( 尤）一 fiOO)Ar 
A n -*°° A 2 

— ( hCr ) 2 _ / iOO z ) 心. 

2 AJ a 


由此推出 

定理 2 (Guldia Pappus ). 由一块平面图形，繞这平面上一条不穿过这图形的直綫 
为軸，旋轉而成的立体的体积，等于这块图形的面积与它的重心在旋轉时所經过路程的长 
度的乘积. 

証.取旋轉軸为 X 軸，旋轉体的体积 V 等于由曲綫 y = hOO 与曲綫 y = AO ) 旋 
轉而成的两个旋轉体的体积的差，所以 

F ~ 7T j flCx^dx — 7C j fiC^^ x ~ 27TyA t 

現在再討論旋轉体的重心 . 旋轉体的重心一定在軸上，因之，仅需确定其在旋轉軸上 
的地位卽足. ， 

在尤与 X + △¥ 間的一截旋轉体的体积〜 X △紅 / O )) 2 , 其重心〜 AT ， 所以旋轉体的 


重心 


— )im tvSxQ ^ x^^^x = xQ ^ x ')) 2 dx ^ 

V »—oo V J a 


此处 P 是旋轉体的体积. 
例.求抛物綫 


y 2 — Aax ^ 0 < r < 泛， 


繞 X 軸旋轉出来的立体的重心 . 


現在有 


又 


因此得 


V 


d 


0 


(fM) 2 dx 




4ax dx ― 2na 


o 


* 


Vx 


x(/(ar)) 2 ^jc 


a 


4ax dx 


o 


0 


4 

3 


Tta 


9 


4 

I 


7 ta 


2 ita 


3 


2 

3 




y 


§7. 轉动慣量(或平方矩) 


一貭 量为彷 的貭点对一軸的轉动慣量定义为 



这 r 是这一貭点与軸的距离. 


« 


16 


4 


暑 




一 枇貭量为叫， tn n 的貭点 Pi ，…， Pn 的轉动慣量就是 

n 

I = 

1 

这儿是貭点到軸的 ® 离. 

取軸为％軸，这轉动慣量以 心表它 ，因为由点 O , y ， d 到 T 軸的距离等于 * v / y 2 + 2 2 , 

所以 

n 

ix — 叫 W + W ). 

v —\ 

同法对 y 軸，=軸的轉动慣量各为 

n 

Iy = ^ J W 3 


n 

Iz = m v {xl + yj)* 


必須注意，一貭点对一固定軸的轉动慣量与这一点的位置 无关， 而仅依賴于这一点对 


这軸的 距离. 


例如， （5, 0, 0)，（0, 5, 2) 与（3, 一 4, 6) 点 虽不同，但 它們对 =軸的 轉动慣 量都是 
相等的.实貭上，所有的适合于/ + y 2 = 5 2 的点都有相等的轉动慣量.这些点都是在 
同一以旋轉軸为中心軸的 圓柱面 上的. 


r ^ 

命 M — 是总貭量，由 


M 


R 2 定义 R ， 称为慣性半径，也就是如果把总貭量 


M 集中在 距軸及 的点 ，所得 的轉动慣量与原貭点系的轉动憤量相等. 


我們現在也是仅仅考虑均勻物貭的轉动慣量. 


一个平面积对 y 軸的轉动憤量.取一小条，其寬为办，曲綫則由 y = / O ) 到 Kx + 
Ax ) , 这一小条的貭量〜 ydx , 其慣14半径〜;所以 

/ y ~ J x 2 - ydx. 



例 1. 求长方形对其一边的轉动慣量，在上式中 y = b , 所以 

i*y = f bx 2 dx = = —- a z 、 ab\ 

Jo 3 3 
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有时候我們要处理这样的問題 :求一 个平面积对一条垂直于这平面的軸的轉动慣量. 
我們假定原图形在 h y 平面上，軸就是 z 軸. 在(>， y ) 平面上的一点0, y ) 与 z 軸的 
距离就是 ^/ 7 TJ 2 ，卽与原点的距离.这种情现，我們也称为对原点的轉动 慣量： 

ti 

Tjr = / 0 = + yT) ~ 

^ = 1 

讀者試自己处理一个旋轉体对其旋轉軸的轉动憤量， 


§ 8.流体压力 


以前曾經涉及过一个力或几个力作用在一个貭点上的情況，我們經常遇到这样的問 
題：幷不是一力作用在一个点上，而是分布在一块面积或一块体积上，例如 ：載沙 土的車 
子，对車旁边的压力；如两个带电的盘子的吸弓I，如两个球体或其他形状的物体互相吸引 
的問題，如果我們把物体看成为貭点的总合，我們的問題也可以把物体受力的情现看成为 
諸貭点各各受力的总和. 


最簡单的例子就是流体的压力，一个平面垂直地插进均勻的流体中去，为了确切起 
見，我們把X軸放在流体面，而把 y 軸的正向向下，插进流体之中. 

把面积分为矩形，其长为巧，其寬为 Ay. 在水下的深度等于 a . 如这一片幷不是垂 
直的，而是水卒方向的，那末在这一片上面的流体的压力就等于在这一片上所承担的流体 


柱的重量，卽此处议表单位体积流体的重量.由流体的性貭，在这一片上的旁 
压力也〜 wyiXiAy ,所以 





lim Su / yx/iky 



yxdy m 




图22 


定理 1. 垂直插进流体的平面积的旁压力等于单位体积流体的重量乘以插进去的面 


积再乘以重心的深度. 


例.把一块三角板插进水內，这三角板的三頂点各为（ 0 , 1 )，（ 0 , 3 )，（ 2 , 1 )，斜边方 

程是 

x y = 3^ 


18 • 



所以 


yx dy == y(3 一 y^dy — w — y 


3 Ji 




10 


核对: 


角形的面积是 f + 2 


2 . 重心的深度是 1 




由定理1可知 


w m 2 


10 




攀 


压力中心.以上的情況看成为一批平行力压在一个垂直面上，卽大小如 

AF ； = wyiX^y 

的垂直力压在所对应的小片上，这一小片的重心之坐标近似于力\这些力可以算出 


重心. 它的坐标就是 


y ^ 2 dy 3 


Fy ~ w \ y lx 土 y ， 


这个（乙50也称为压力中心, 


例，上例中的压力中心的坐标是 




10 


— w\ yx 2 dy 

2 Ji 


20 


f y(3 — y) 2 dy 


20 


L 2 


2 y 3 


3 


^ I P 9 

V — - - w \ y l x dy — — 

10 Ji 5 

— w 

3 


§9 •功 

命一个恆量的力連續地加在一个物体上，使它沿此力的方向移动一个 JE 离之則力的 
大小 F 和距离 d 的乘积称为使这物体移动距离 d 的功. 

例如，20公斤的力把一块石头推进了 10公尺，則所做的功是 
w = (20 公斤 ）（10 公尺 ） = 200 (公斤-公 尺）. 

我們現在把这一槪念推广到变化的力上去. 

例 1. 一个圓柱形的水桶，其底的半径是5公尺，其高是 
20公尺.注滿了水.求把所有的水抽出水桶所做的功. 

水桶的纵剖面如图 23. 現在考虑离橘底 y 公尺的情況.这 
是一个圓片，体积等于?^5 2 *办（立方公尺），水的重量是每立方 
公尺的水重一公吨，所以，这圓片的水重等于 257 , dy (公吨），这 
需要升高 （20 — y ) 公尺. B 23 

，19 • 






把这圓片的水升到桶口所做的功等于 


25;r〔20 — y)^y ? 


所以总功等于 


W = 25^ I (20 — y)dy = 25 兀 


(20 — y ) 




0 


5000tc (公尺 ，吨乂 


例厶 求将弹簧伸长 S 所作 的功圪 設张力 p = Cf ，此处 C 是常数，則 




5 rs 

pds = C I sds 
o J o 


CS 2 




例 3. 設活塞的面积为0，单位面积上承受的气体膨胀的压力是 p ， 求气体膨胀时， 
将活塞由距气 缸底& 处推至距汽缸底&所作的功 P : 




由于 Boyle-Mariotte 定律 


pV ^ C y 


而 


QS , 作变換 


，則得 






dv C log —- :=l C log = p \ p \ log 

Pi pi 


此处 W = QSi , U 2 = QS 2 , 与 p 2 分別表示过程开始与过程終了时的压力. 


假定在膨胀时，气体与周围沒有热流通，这称为絕热过程.这时 P 与〃之間有次之关 


系： 


pv 


C ， 


此处^ >1与 C 都是常数.因此 


C dv 


- +)• 
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第十二章多个变元的函数 

§ 1.变 数 

一 直到現在所討論的变数有两 种:一 种是取自然数値的（或者是取整数値的），这种变 
数称为离散性的.例如，貫 {〜} 就是离散变数 B 的函数.另一种是取实数値的或連續地 
取一部分实数的，这种变数称为連續性的.一般平面上的图形 y = fix ') 就是代表連續变 
数 X 的函数.我們 已佳所 討論的都是仅有一个变元的情況，但是客观事物的变化不一定 
只有一个因素.往往是在突出地考虑一个因素的作用和影响时，才会出現单变数的情洗. 
一般餅来，我們經常遇到的是多种因素的情況，表現成为数学問題也就是多个变数的函 
数.有时还可能出現无穷个变数的情兄我們現在暫不討論无穷个变数的情況.假定变 
数的个数是一个定数〜》可能是1，2, 3,也可以是大于3的自然数.当《 = 1，2, 3时， 
可以用綫，面，体上的点来說明.当然 ，当 》> 3时 ，不 可能有几何空間的明确意义，但是 
我們仍将保留几何名称. 

为了叙述方便，我們用一般的 ff ， 有时仅叙述 《 2或 ；I = 3的情死 

在耕 一 "般的”时，讀者最好举出/= 2或》= 3的情況来細看 一 ~ 下.又在耕 n == 2 
或;* 3时，讀者最好思考一下推到一般《有什么困难.这是一个帮助自己复习的方法, 

变元旣然有两类，我們自然也就有以下几种不同 倩況： 

1、有多个离散变元的情況.如重貫 

/, m = 0, 1 5 2, ••- 

及重級数 

I 

00 po 

/ = 0 0 

就是有两个离散变元的情況. 

2°多个連續变数的情況.如两个变数: t ， y 的函数 

I 

f(x 3 y) 

在 h y 平面上的一个范围內变化，又如 

w — xys y w -f jy 2 

在整个三維空間 U ， y ， 幻上定义，而 

W — -y 1 — X 2 _ y~ — Sf 2 

仅在单位球內或表面上定义，卽 

太 2 + y 2 + 艺 2 < 1. 
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又如 


to = arc sin 


—+ logy 
a 


e 



仅在 \ x \ < a , y >0, -00 < s < 00 的范围內定义. 

3° 混合的情祝.也就是有一部分变数是离散的，而另一部分是連續的.例如，在 
[ a , b ] 中定义的函数貫 

、00，” = 1，2, 3, •••. 

就属于这神情形. 

这几章的目的就是在于硏究多变元的情況，我們先从2°型的多变元情況說起. 


§ 2. «維空間 


n 維空間与普通的二維、三維空間相似，我們取《个互相垂直 的軸： 々，•••，〜， 
空間的点用《个实数(有时也用《个复数） 

(太1，尤2， …， X n ) 


来表它 • 

如果这》个数々，•••，％是一个参变数/的面数，卽 

^1 = 9i (0 ? • • • ， h (0 ， a < Z < 办， 

这样所定义出来的軌迹称为》維空間的曲綫. 

命 

A ^ {a iy …，〜） 

及 

B = (^1, …， ~) 

代表两点，則 


x v ^ a v + t( K b v 一 

代表一个綫段，卽由 Z 到 S 的綫 段; 又当 一00 <<<00时，則代表过 B 二点的直綫. 
两点 

P ^ (欠 1，…， X n )y 

Q = ( n ， •••，％) 

的距离定义为 

PQ = ^ {xi — h ) 2 + …+ ( x n — y n ) 2 t 
对任意三点 P ， Q , R , 我們有不等式 

YQ + QR > PR , 

也就是“三角形的两边之和大于第三边”的性貭.明确些，我 們有： 


定理 1. 

V ( 尤 1 — n) 2 + …+ {x n — y n ) 2 + V (yi — 之 i) 2 + …+ (y fl _ ^) 2 

^ V (^1 ~ -x) 2 + …+ (〜一 z n y % 
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上式仅当三点 P 二 Oi ，‘ • • ， 欠》)， 0 = ( yi ，. • • ， y”），K = (別 


%) 在 一 "直綫上时 


取等号. 


te . 命 


Xu — y v = a v ^ y v — JEfy = b v 


則定理 1 轉变为 


— / » / WW 

2 w + / 2 ^ ^ S (如 + 九) 


平方此式，得 


n 


n 


n 


n 


2>i + 2>+\ 2^2> ( Cl\f I 2<?v 办 v + 办 i ) 


于是只要証明 


n 





2 




現在考虑 


n 


n 


n 


22 ^ — 2 a ^ v 2 
V = 1 踔 =1 P = 1 Mss 1 

—(al 的 + a 2 ^b\ — 2a v b v a^b^) ~ (jz v b 一 一 a 蚪 \) 2 . 




<M 


这当然是 > 0 的.因而得出定理1的不等式. 
如果取等号，則得 


卽 

亦卽 


a i> 饮 • 

b v ? 

， 


a \ 

a 2 = … = 

一 〜 

命之为 G 則得办 = 

厶 1 

= tb v% 所以 

bt 

b ： 

从而 

x v ~a v -hy v 

= tb v + y v ^ 

y v ~ b v + ss v ， 

卽三点都在直綫 

x v 

= tbv + 〜~h aftf ， 

之上. 

( 又办 i + Zi, … 5 

Xb n + s n ) ? 

— oo < A < oo 


§ 3•邻 域 

我們+后将常用以/下的一些 区域： 

1) 閉区域 
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是一个长方体，我們把它記之为 

[«i ? ^2 ； H ; a n ， 〜]• 

略去所有的等号，卽得开区域 


ai < X ! < 


^ a n < x n < b n% 


我們以 


(aij b x \ • • •; a n ， b n ) 


表它.長方体的边长各为彡 i — a iy 
方体的中心是 


» * • 


^ b n — a n , 体积等于 （办1 — Ch ) … ( j? n — 这个 


r 

ct\ + 厶 1 a 2 + bi 


2 


+ K 
~~2~ 




定义 1. 以一点 J = ( a ， •…， 〜） 为中心的任一"开长方体: 

x v 一 a v I <5 v ， v = l ，2，-**，》 

称为这点/的邻域. 

2) 适合于 


Xu ^ O y v = 1 ， 2 ， • . • ，打 • 

a：i 4- • * * + x n ^ h (A > 0) 


的点所成的集合称为閉单純体.当 n = 1时，这是一 綫段； 当 
n = 3 时，这是一 ■■个 四面体. 

去掉所有的等号，我們得出幵单純体. 

3) 适合于 


« = 2时，这是一个三 角形; 


2 ( 知 — 办 ） 2 < r 2 (或 < r 2 ) 

V — 1 

的点（々， ••• ，〜）所成的集合称为以点 On ， •••，〜）**&、以/•为半径的閉球（或开 
球). 

我們有时也把以（^，•••，为中心的开球作为点（^，•*•，《„)的邻域.为了区別 
起見，我們称这样的邻域为球形邻域. 

定理 1. 一点 a 的邻域中一定包有一个2的球形邻域；反之，在一个2的球形邻域 
內，也一定包有一个 w 的邻域. 

証.給了一个长方体邻域 

\Xv — a v \ <. S vy v ― 1 , 2 , •*•，》， 

其中显然包有球形邻域 

n 

2 — av) 2 < min (3 z iy … ， ft). 

» = 1 

反之，在球形邻域 

i ： u - ％): < 沪 
►*1 . 





中，也显然包有长方体邻域 



定义 2. 命 M 表一个点蕉.如果一点 P (不一定属于 M ) 的任一邻域都包有 M 中的 
点，則 P 称为集 M 的聚点. 

定义 3. 包有所有的聚点的集合 M 称为閉集. 


例如 ，閉 长方体、閉球、閉单純体都是閉集. 


§ 4. 域 

定义 1. 命 M 表一点集 . A 为 M 的某一个点，如果点/有一个充分小的邻域亦在 M 
中，則3点称为 M 的內点. 

仅有內点的集称为开域. 

由上面的定理可知 ，內 点的定义幷不因球形邻域还是长方体邻域而变.幵域的定义 
也如此. 

例如，幵长方体，开单純体 3 幵球都是开域. 

定义 2. 开域 M 的聚点 ， 不在 M 中的称为边界点，边界点的全体称为 M 的边界. 

开域加上边界称为閉域. 

例如，开长方体 

< ATy < ^ 5 V = 1，2 , • . •，打 

的边界是由2«个“面”所組成的（心=〜知=〜).而閉长方体是閉域. 

n 

球 ; S W 的边界是 W + • • • + 4 = > 2 .閉球是閉域. 

V= 1 

定理 1. 閉域是閉集，也就是閉域包有一切聚点. 

証.命 j 为閉域5的一个聚点，則/的任一邻域一定包有 D 的点.如果任一邻域 
都包有万的內点，則 j 一定是 D 的內点或边界点.如果 J 的邻域 

| x v — a v \ <C S v , v == 1, 2, ■ • • , « (1) 

仅包有 5 的边界点.命 B =(匕，•••，&)为这样的一点.在 （1) 內，我們可以做 S 的 
邻域 ，由于 B 是边界点，所以其中一定包有 D 的內 点， 也就是 （1) 中有 D 的內点，因而 j 
是5的边界点.定理証毕. 

定义 3. 如果一个点集 M 的所有点都可以包在一个长方体內，就称这个点集为有界 
点集. 

定义 4. 如果域中任二点都可以用完全在这域內的折綫联起来，就称这域为联通 

域， 

如图24和图25是平面上的联通域，又如球面（图 26) 与环面（图 27) 也是联通的，但 
图29是不联通的. 
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§5. 极限与連續 


假定函数 

/( 方1，••.，》«) 

在一点 Z = (^，•••，《„)的一个邻域內定义(或者更一般盤，在一个以 Z 为聚点的点集 
M 上定义），但在 J 点可能幷沒有定义. 

定义.如果存在有限数 L ， 給了任意 s >0, 我們可以找出6>0,使当 

\ x v — a v \ < 17 = 1，•••，？！ (1) 

时有 

IK 。， … ， h) — l | < s, 

則称为当点 r =(々，•‘•，:*:„)趋于点 J = (“ JL ，• ， * ， a „) 时 f ( x l9 •••，％) 趋于极限 L (有 
时在条件 （1) 外我們更加上*属于 M 这一条件).記为 

lim f ( x l9 • * * , ar „) = L . 

Xl-Hil 

X n—S 


有时为了簡单起見，我們也写作 

lim/(x) = L, 
x^A 

不难証明，如果把邻域 （ i ) 換为球形邻域，結果也是一样的. 

仿此可以建立函数的无穷极限的槪念.在00, + 00和一 00的情況，不等式 

IfOl，. • r ”） 一 < s 

各換为不等式 

\fixtj …•，〜 ） I > f(xij • " ，％) > 五 
或 

fOi ， …， x ”） < — £， 
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此处 £ 是預給的任意正数. 

也可以定义+00, •••，％ —+00的情況，卽对任一 ©> 0, 有 △>() 存在 
使 A > △， • . • ，:> A 时 

|/(«1?…， r J — 乙 I < S. r 

記为 

lim /(^i, • • * ， = 乙 . 

Xl-^ + OO 
»•*« *•♦*■*•*■ 

現在所談极限的情況比一个变数复杂得多了. 就二維空間来說，就有各种綫路来搂 
近一点.例如，函数 


fix, y) 




y i 


当沿綫 y = h 接近于 （0, 0) 时，得 


lim/ ( 欠， Ax) 


1 + 又 2 _ 


可見每一个直綫方向的极限都存在，但是数値随着方向而改变. 
又如 

/ U ， y )=^4+/ + y3 


X - 十 y 


則由于先后求极限的次序不同，而結果各异.如 


lim [ y y) ] = lim 


y 2 + y 3 




lim [ lim/(x, y) ] = lim 


y 


+ x 


1 




这說明了处理多变数函数的极限时必須小心，很可能 


lim ， lim lim ， lim lirn 



所代表的是不同的东西.以上例言,第一种极限不存在，第二第三各异. 

由此可見,任意地交換两个极限号会造成严重錯誤.但有了以下的定理，就能保証极 
限的交換. 

定理 1. 假定 i ° 

I 

L — lim /(3 f , y ) 

x ~*a 
y-*b 

存在； 2° 函数 


存在，則得 


<piy) = lim/(x ， y) 


lim<p(y) = lim y) ~ limf(x ， y); 


b 


b 


又如果 3 


0( x ) y ) 





存在 ，則两 个极限手續可交換. 




时 


由定义，給了 e > 0 ? 必有3 > 0,使 

1 x 一 a | 8 ， I y 一 b 8 

\f{x, y) — L\ < e # 


使 x — a ，則得当 \y ^ b \ < 5 时 

I <p(y) _ L \ < e ， 


卽得定理. 

& > 


定义. 如果 


lim f(xi, 

9 

X - ►JT 
1 1 




就說 / U ， …， Xn ) 在点 u ;，•••，<) 处連續，也就是給了 e > 0,有0存在，使 

I — x\ I < S, • • • . ， \x^ ~ x n \ <5 

时 ， ’ 

1/(^1? •••，〜）一 K 4, ^ • y X n ) \ < £• 

■ 

_ 一 > 

已經 討論过的函数 


/( 欠， y ) = ~ 2 -- 尤 2 + / > 0，/(0, 0) = 0 

x + y 

除原点以外 无处不連續.但在 x = 0, y = 0 迖一点幷不連續.对任何一个固 定的； e ， 
/ U ， y ) 是 y 的連續函数，而对一个固定的 y ，/0， y ) 也是 X 的連續函数.这現象吿訴 
我們对各变数的連績函数，幷不一定是对两个变数的連續函数.原因是前者我們仅考虑 
沿平行于^軸或 y 軸方向的趋限法，而我們的全面趋限法却是各种不同的趋限法都要考 

虑. 

定理 2. 假定 


中 1(’1， • • • ， 〜） ， TijC’L ， 


是在点（4， • • 

•, 4) 附近的連續函数，幷且命 

■ 

， ’ m ) 5 V 1 ， ， ”• 

假定 

« = /( 欠 1 ，_ _ . 5 n ) 

是在点 Gi ，• • 

• 5 i ) 附近的連績函数，則 

i 


^ ~ fl . 穿1(<1， _ • • ， < m ) ， • • • ，« C ? ***，〜）] 

是在 «， _ • • ， 

4) 附近的連績函数. 


証 # 对任一 e > 0,我們有5 ：> 0,使 

j x v —— Xy j < 8^ v = 1 5 •"鳥 n 

时 

IK 尤 1，.••，％)— /(^1 5 •••，‘) 1 < 0^ 

又有7 > 0存在，使当 ， 




f 


户 =1, . * • ， m 


• 28 * 





时 


« » • 


I *Pv(,l ， 

卽 

因而得出本定理. 


，裏 m ) — * Pv (( i ， ’ • •，尤 m ) | < 占， V = 1， 

x v _ xl , <C 5. 


5 n s 



§6•域內的連續函数 

与一个变数相仿，我們有以下的一批定理(証明从略). 

定理 1. 假定 / U ， y ) 是在某一联通域£>中的連續函数，如果 £) 中有二点使 Kq y ) 
値异号，卽 

/(*■&， yo )/(*' i ) yi ) 

則此域中必有 一 点（ 〆 ， /) 使 

/) = 0. 

定理 2 ( Bolzano - Weierstrass ). 从任 一 '有界貫 

(幻， yi )， （幻，，2)，…，(^«? y »)， … 

中一定'能够选出一个趋于极限的子貫 

y ”!) ， (： 〜， y ” s ) ， * * • ，次) ， 

(«i <C «2 < ... <C /»々 * • * , ^ oo ) # 

定理 3. 函数 Kh y ) 在一个有界閉域中定义且連續，則卞一箄有有限的上下界阳及 
u , IP 

m < f ( x 9 y ) < M . 

定理 4. 在一个有界閉域上定义且連績的函数 / O , y ) ，一定在其上取最大値与最+ 

値. 

■ 

定理5 ( Heine - Borel ). 若卒面上的有界閉集 M 能被幵域 <7的无穷組2； = {<?} 所遮 

盖，則恆能从其中选出有限个开域 

， • • • ，， 

它也能遮盖 M 的全部. 

定理 6. 在有界閉域 D 上連績的函数 y )，一 定在其上一致連續，換言之，对任一 
e > 0 5 我們可以找到 d > 0,使 Z ? 中的任意二点 O , y )， （ 〆 ， /) 之适合于 

1 x —— x | <Z 8, ! y —— y | <C 8 

者常有 

’ l / U 5 y )- K ^ 5 y)i < e . 

这些定理証明的原則 都和一 个变數的情形一样，讀者試自己証明.这些定理还有更 
一 般的抽象形式，为抽象空間的基本性貭 .' 

^ — 

1 ■ 

■ 

§ 7. 偏微商与全微分 

定义 

lim 十 Ay ， y ， g ) 一 f -( x ， y ， g ) d ：= Dx f 

△尤 h X 、 
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为 fU ， y ， d 对 x 的偏微商.类似地，可以定义 DJ ， D 丄 


这函数的偏微分的和 

■L 

" 3 * j t df j 

df = - dx -I - dy H -- da 7 

dx dy Oz 


称为函数 f O, y ， 幻的全微分 . 

全微分的意义也可以用下面的方法 得出： 

A/ = fQx + Ax ? y 4 - Ay, z + Aar) ― f(jc, y ， a?) 

■ ■ , ■ ■■ 

=/(x + Ax, y + Ay ? s ： 4 - Asr) 一 /(jf ? y + Ay, z + Aar) 
+ f^ x j y + Ay, z + A^r) 一 f(^x y y，ar + As) 

+ f(x ， y ， 之 + Asr) — fix 3 y 9 z) w 

改变量的主要部分就是全微分. 

假定 h y ， 2不是自变量而 是参变数£ 的函数，則得公式 


df _ df dx , df dy t df dis 

dt dx dt dy dt dz dt 

全微分显然有以下的 法則： 

d{ti ± v) — du zt dv, 


d(ur/) 


d 


dx 


(^uv^dx + 


a 


dy 


(^uu^dy 


^-dx + ^~ 
dx dy 




du 

dx 


dx 


du 

dy 



da 


du 


d\ 


a 


dx 


dx -r ~— (^-—Jdy 


vdu — ud” 


这虽然仍然是旧形式，但是有了新的更广泛的內容. 


又如杲 x ， y ，=是 


則 


^的函数，卽 

9 («，"）， y = <K «， "）， 


义（“， "） 


/( 欠， y ，=) = /[?>(«，*0,必(《，"）， X(u^ ")]• 


对 


的偏微商等于 



_ df 

dx 

+ ! 

dy 

i 

dz 

Ou 

dx 

du 

dy 

du 


du 

df 

df 

dx 

. d f 

dy 

. d f 

ds 

dv 

—dx 

Ou 

+ dy 

dv 

+ a7 

di^ 


# 


証法与公式 （1) 的証明完全相同. 
乘以心，办而相加，得 

df d d “ + ^L 

Ou dt/ 


dv 


df dx + ^ L dy + ^ L ds% 


dx 


dy 


dz 


例 1. 


y (x > 0) 的偏微商是 




而 


如果 y 


令 


sm x 


，則 


du 

dx 


y*x 


y—1 


5 


du 

dy 


x y log x m 


du = yx y ^ 1 dx x y log x dy % 


du 

dx 




sin x * x siriX ^ 1 + x sinx cos xlo ^ x — x 


siii x t 


sm x 


X 


cos xlog 八 


倒 2. 命 


^ = y.K 尤 2 一 y 2 )， 


此处 fM 是一个有微商的任意函数 


畢 


IxyfXx 2 — y 2 ) , = fix 2 — y 2 ) — ly 2 fix 2 — y 2 ). 


■ 


dx 


dy 


由此得 


—+ — ~ 2yf (x 2 — y 2 ) + 丄 /( 尤 2 — y 2 ) — 2yj\x 2 — y 2 ) 

x dx y dy y 




所以函数 z 适合于 


dz 


dz 


z 


x dx y dy 


y 


2* 


这是偏微分方程餐 

例 3. 理想气体的体积〃，压力？及絕对温度： r 之間有关系式 


pv = RT { R 是常数）. 


如果把 r 看作为和的函数，則有 


dr = dr_ = 

dp ? dv 


R 




把 c 看为的函数，卽" 


RT 

P 

dv 

^ p ' 


，則有 


RT 


2 


? 


dv = 

dT P 


_ 


把夕看为。 T 的函数又有 


dj ^ 

dv 


RT dp 


v 


1 


5 


dT ^ 


着 


由此得出热力学上的重要公式 


dp du dT 
dv dT dp 


RT R v 




P R 


RT 


!• 


注意，异于 


dy dx 


4y 


我們現在幷沒有公式 


dx dt 


dt 




dy dx 
dx dt 


dy 


倒 4, 由 


^ tg ^ 1 


1 + 




f x \ _ ~ 

i ■■ ■ I - ■ - ifci ■I - 

V y / x 2 H - y 2 


我們也可以氽出 


f (tg- ^ 

dx \ y 


y 

x 2 + y 2 ’ 


音 ( tg — 




例 5. 由 


X 2 -h y 2 + 


( y 2 + sr 2 一 ^)dx 一 2 xydy 一 2 x^dz 


( x 2 + y 2 + z 1 ) 2 


可以求出 


t ( 


2 


2 


X 2 + y 2 + ^ 


y 


dy \ x 2 y 2 + z 2 


C^ + p+V ) 1 ， 

— _ 2 xy _ 

_ ( x 2 + 5 


d ( _ £ _\ _ 一 2 xz 

dz \ x 1 y 2 + z 2 / Cx l + y 2 + sr 2 ) 2 • 


8 .齐次函数 


面数 /(☆，• • •，^ i ) 之适合于 


/( 叫，…， tx n ) = 


若，称为 A 次齐次函数. 


例如，/ + 7 yy + 9 〆 是二次齐次函数，而 


⑴ 


^ + y ) tg 7 


就是0次齐次式. 

把 （1) 式的两边对 f 微商得 




， tXn) 


^ • * * ， 彡怎 


dx x 




dx t 


命 f = 1，卽得 




dl 


+ ， = 又 

dx n 




这就是关于齐次函数的 Euler 公式. 


定理如果 / Oq ， 


«) 是 A 次齐次式，且有連續偏微商，則有 


,)• 


⑵ 


S-| L = ^ 

9 
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反之，任何有連續偏微商的函数，如果适合上式，則是 A 次齐次式. 


証.我們現在証明其逆.命 

9(0 


/( 叫， tx 2 ^ … ， tXn) 




当^ > 0时这函数是有定义且連績的，求 qy 0 ) ，其分子等于 


X d 




dt 


K 叫， 


* * 暑 


， 名 A〆 f tX \j • * • ，尤 



— ^^KtXiy • • • ， tX„\ 


由假定这等于0,卽 9 /W =0. 由此 9(0 与 < 无关.命 9(0 再命{ = 1，可見 
C = f{x u • • • ， X n ) m 因此 

/(^ 1 ? * • • ， tx„) = ， V ( A ，• . • ， Xn). 


§ 9 .切平面 

命 

5： z = f{x, y ) 

代表一曲面.如果 

C : ar = <p 0) ， y -= 4 (/) ， 

則当 f 变化时， x ， y ，；？ 就在曲面上画出一条曲綫 C . 由§ 14.1 可知，这曲綫在 O , y ) 点 
的切綫方程是 

X — x Y — y Z — z 

^ ♦’ J ^ L 扛 +1# ^ 

dx dy 

由此得 1 出 

Z - x? = -^ - <joV 4- ^-(/j f r = -5L (x — a：) + r y — v). (1) 

dx dy ox oy 

这称为切面方程.这当然假定了曲面上任何光滑曲綫都有微商，而其切綫都在平面 （1) 上. 

如果曲面是用参变数法表 出的： 

x = < p (// 5 ^) ? y — 中 {u，ti) ， z — x (“，")， 

把 " 看成为常数，則得一曲綫，这曲綫在（《， 〃） 的切綫已知其为 


X — x 

Y — y 

—Z — z 

dcp 

d4> 

dx 

du 

1 

du 

du 

同法，如果把《看成常数，則有切綫 

X ~ x 

Y y 

7 - - 

£~$ 

#~ •— » 

dcp 

一知 - ~ 

dx 

Qv 

0z/ 

du 
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这两条切綫定一平面，这平面經过点（心 y ，=)， 所以是 

a{x — + 5(y — y) + ci_z -一 =) = 0 

的形式.又因为它經过两条直綫，所以 

A + + c 与 = 0 , 

du du du 



bv 




dx 

dv 



m 


E 此得出 

A ： B：C = 


dib dx 


dx dcp 

1 

dcp d 山 

On Qu 


du Qu 

• 

du Ou 

00 Ox 

Ov dv 

m 

dx d<p 
du dv 

* 

dcp dip 

<^v dv 


这样得出平面是 


d(b dx 
3u 3u 

Ox 

du Ov 


(X 一 x) + 


dx dq> 
du Ou 

dx dcp 

dv dv 


(Y — y) + 


dcp dd/ 

du Qu 

dcp di}> 
Qv Ov 



特別取 < p 、 u ， V 、 ^ ^( f / 3 v ) — V ^ X («，"）=/(«，"）， 这就是刚才得出的切面方 

程，是切面方程的参变数表示法形式.但須注意，三个行列式同为零的情況必須 除外. 

習題，試取三点 （“， f /) ，（》+△«，"），（《， " + △") 作一平面且命~^ 0, A " 4 0 
的方法而求出切面方程. 

f.| i2i 数表达法的切面方程.方程 

F(^r, y ， sr) = 0 

也表示曲面，把々看成^， y 的函数，求偏微商 、 


dF + dF dz 

dx dz dx 


所以得 


dF ' dF dz rt 

- 十 - =u 

dy dz dy 

dn dF /dF dz dF /dF 

_ ― —■ — ■■■ -- ^ ■■ ■ _ —— I — / a 

dx dx / dz J dy dy / dz 


因而切面方程是 


(X - (y - y ) + (Z - ^ r ) - 0. 

ox ay oz 


例.椭球面 



上一点 O , y ，2) 的切面方程是 

^ - (X — at) + (Y 一 y) + — (Z 一 ;r) = 0, 

a 2 b 1 c 2 
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卽 


xX ( yY 

7 + 7 


sZ 

s 


2 




b 1 


2 




§ 10 •沿一 " 定方向的微商 


在一点 U ， y Q ， ％)函数 / U ， y ， 幻可能有各个不同方向的微商.命 

x ~ x 0 + tcosa ^ y ^ yo + / cosj 3, z ~ / cosy ， 


( cos «, COS COS 7) 是方向佘弦，貝 lj 


/ C ^ r > ^ tcosa ^ + t cos j 6. gp + teas y ) 一 f ( 


Xry . y n 


就定义为廚数 /(*， y ， s ) 沿方向 （cos a ， cos 0， cosy ) 的微商，記为 


df(x^ y 。， g n ) 

61 


而 1 表示方向 （cos a ， cosjB，cos y ). 


立刻得出 


dl 

01 


df cos a + i cos 3 


dx 


dy 


df 

dz 


cos y m 


V 


在許多物理問題中，函数 / O , h 幻的方向变化率是有用的.例如，温度場就 是:如 
果給定了所考察物体的每点（八 y ， 幻的温度/(心 y ， S )， 則热的分布和轉移的規律自然 
地依賴于温度沿着一切方向升降的速度. 

我們現在提出这样的 問題: 函数在那一个方向增加得快 ，幷 且快得怎样？我們用以下 
前 E 証过的不等式 


(a^i 4- a 2 bi 4- a^b^ 2 ^ (a? + «2 + + 的 + 办 0 


当且仅当 H 


时取等号，卽得 
b ' 


df _ 

dl 





2 


2 


这是因为 cos 2 a + cos 2 j 3 + cos 2 y 


df 

dy 


• 故最大大不过 



2 


雜 



01 

dx 


dt 

dy 



3 


且仅当 


df 

aJ 


cos a cos 芦 


df 

0^ 


dl 


cos y 



df 

al 


2 


df 

dy 


2 


dt 

dz 


2 


时最大，卽取方向 


cos a 


dl 

dx 



+ 


df 

dy 


§L 


2 




等等 
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增大得最快.又最小小不过 




( f ) 


且仅当 


COSOC 


dx 



，等等 


也丫 + (K 

dx / \dy 


dt 

dz 


时最小, 


我們定 义矢量 


Z 


dj _ df ^ dl \ 

dx ? dy ’ dz / 


为函数 f 的梯度，有时用 grad ^ 或刃 表它，其长度 


\s 


Qx 



dt 

dz 


如此得出 


df 


g ； cos 




也就是 f 对方向 1 的微商等千 f 的梯度在矢量 1 上的投影, 

§11.高阶偏微商 


偏微商还可以再求偏微商，因而得出高阶偏微商.例如，函数 /( r ， y ) 的二阶偏微苘 


有 


d 2 f d 2 f 


d 2 f d 2 f 


或 

有时候也写成为 


dx 2 ' dxdy " dydx ' dy 

fxx , fxyy fy'x ， fyy. 


xx 


， fxy j fyx ， 


yy 


^与^是由不同次序求微商而得来的，其結果是否相等需要硏究.例如，函数 


K 欠， y) 


2 


2 


xy 


当 


+ y 2 〉0; 


0, 


■丨 ■ ■ , 


0 


d 


dx 


/( 欠， y ) 




y 


.2 


4 x 2 y 




x 2 + y 2 ( o : 2 + y 2 ) 


当 


+ y 2 > 0, 


a 


dx 


K 尤， y) 


o 




当欠取 0 B j * 


df 

0^ 


(.x, y) 


，所以 


a 


dy 


d 


d.i 


/(h y) 






一 1，卽 


d f d 


dy \ dx 


f ( x , y ) 


一 1. 
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但另一方面可証 

K ~ t KX ， y) " 

迖例子說明了求微商的次序不同 ， 所求出的結果各异，但是幸兮这种情况幷不經常遇 
到.在以下的条件下，求微商的次序是可以交換的. 

定理 1. 假定1°函数 f ( A ：， y ) 在开域 D 中 定义； 2° c ， ☆，^ ， /；；都 存在； 且 3 °作为 
欠， y 的函 数，； 在某点 U ， y 0 ) 是連續的，則 

C/jcy) x=xo ~ (.fyx^x—xo, 

y=yo y=yo , 

鉦.考察 



= f(x i} + y u + 々 ) 一 fjxjy + h y y 0 ) — f(x 0 ^ y {) + 々 )+ f(x ''、 y^) 

Tk ’ 

式中 A ， 々都异于 0 且充分小，使点 （々 + A ， y fl +々）在之中. 


命 


由 2 °可知 


存在且連續 . 


中 ㈤= f(^^yjK±k ) 二 _yr >)_ ， 

k • 

(p^ x y ^ /* (X ， _y_»L 土 々 ) 」 zJ^£. ， ■■ 办〉 

^ k 

w ^ y (知 + A) — y(3C fl ) 

h • 


由 Lagrange 定理得 


W = (pixa + dk) 


fx Cx^ + 0A ， y 0 + 是） — fx(x 0 4 - Qkj y^) 


0 < <9 < 


由于以 存在，所以再用一次 Lagrange 公式得 


W = /；；(^ 0 + Qh, 


yo 


d f k ), o < d f ci % 


同样方法可得 


W ^f ； x (x 0 + rk, 


yo 


〆 々）， 0 < r ， r ' < 1, 


卽得 


fxyi + Oh y y 0 + 6 f f() = fyxi^o + rk, y a 4 -〆 々乂 


命夂々 — 0 , 由 3 ° 可知 
上例失敗的原因是 


/jryC ^)， ytl) 5 yo)* 




X 


2 


yx 


Z 2 
卜 y: 


1 


Sx 2 y 


(Y + y 2 ) 


， x 2 + y l > 0 


在 


— 0 , y 0 幷不連續 . 

更一般些 


Jxxy ? fxyx^t Jyxx 


等等都可以在交換两个的基础上推出它們相等的条件.因而有 


•37 





定理 2. 假定 f ( x , y ) 定义于一开域中.在这域中有一切々阶連續偏微商，則任 
k 阶偏微商的求得与微分运算的次序无关. 


p « 


以后我們不再为偏微商的次序操心，經常假定是可以交換次序的情況，我們常写 


成为 


d^u 


dx a dy p ds : 


+卢+ y = 


而不 編其次 序了. 

再硏究高阶微 分：由 


du 


dt 

dx 


dx 


dt 

dy 


dy 


可得 


u — ) + d \ 

\dx ) 

= dx(^dx + - 
\ dx 2 < 


df 

dy 


dy 


dx [ d 


d £> + d A d %) 


dy \ - j - d 


dxdy 

B dx 2 ^ 2 - B ； dxdy+ ^ 


y \ dx + dy 


dy 


2 


同样 


d^U 


我們引进微分記号 


B dxi + 3 Sk dx2dy ^ 3 ^? 


dxdy2+ ^ 


d 


dx 


dx 


d dyY f 


n 


dy V 




d^f 


dx l dy 


dx 1 dy n — 1 9 


这儿 


l\{n — /) 1 


是二項式系数，这可以用归納法証明.因为 


d 


< 自 \l ^dx l Qy 


d n f 


«— / 


dx 1 dy 


r 


n 


2 


d n ^f 


dx ^ l dy n ^ £ 


dx + 


a w+1 / 


dx l dy n ^ t+l 


dy ) dy n ^ dx i 


n 




+ 1 


—— 1 


d 出 j 


dx { dy n ^ £ 




sr 


1\ d^f 


J U+l—Z 


l / dx l dy 


#7 + 1—/ 


dx 1 dy 




这是在把 h 与办作为自变量的微分的情现下进行的，卽把厶与办当作常量.如果厶 
与办不算作常量，我們的結論必須修改，我們有 


ti d 


du 

dx 



+ d \ 


du 

dy 



d \ —\dx + — d 2 x -^ d (— \v 


Qu 


dx 


dx 

a 2 ； 


dy / dy 


d 2 y 


^ dx ^ 2 ^ dxd ^ p y2 + ^ d2 ^% d2 - 
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例如，在求面数 


U 


u(x ， y ) ， x = 9 (0 ? y = ^ (0 




#时，可以发現 


du Qu 


dt 


dx 


9’W 


du 

dy 


f w 


及 


d 2 u 

dt 2 


S ^' 2W+2 合議 


dy 


du 

dx 


9 "w 


Qu 

dy 


no . 


但如果錯誤地运用公式 




2 -^-^dxdy + 努 


dxdy 


dy 2 


dx = < p f {/) dt ， dy = < p f (^) dt 


則所得出来的結果将与事实不符了. 



在什么条件之下，可以保証由 

F ( x 9 y , if ) = 0 (1) 

决定的函数〃，作为 a ：， y 的函数的連纘性和可微分性，我們有以下的定理. 

定理 1. 假定 F { x y y , z ) 为一个三变数的函数，且适合以下的条件：1° F ( x 0 , y 0; 
办）= 0; 2°在以 （ a :。， y 。， 別）为中心的一邻域 

I 尤一尤《 1< 孑 ， jy —yol<3 ， 12f — afoI <5 (2) 

中 F ( x , y , z ) 是連 續的； 3° 当 x ， y 固定时， F(h y ， 4是=的单調函数（在以下証明 
中，我們假定它随 z 增加而单調增加），則有以下的結 論：在 U ， ％，抑）的某一邻域內, 
(1) 确定了 z 是尤， y 的单値連續函数艺= fix ， y ) 且 ar a = f ( x Q , y 0 ). 

証 .1) 单値性. 


先考虑面数 F ( x。，ya ，=). 由 1 G 及3°可知，当 2 T <定。时 F(ar。，y a ，2T) < 0，且当 

:r > xr 0 时以知， y 0 , 怎）> 0. 所以有5存在，使 

^*(^05 yi)y 方。 一 5) < 0 ， F(^a, y 0 , 5f a + (5) > 0. 

再考虑函数 

F(x y y, z Q — 8), F(x, y, xf a + 5). 

我們一'定有一'个邻域 


在其中（由性貭 2°) 


\x — x Q \ < 5 0 , 


Iy — yo \ <4， 

FU ， y ， A+ <?)>()• 


(3) 

(4) 
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在区間 （3) 中任一点 V )，我們考虑单变数 r 的函数 


F ( x , y 5 z \ 


由 （4) 显然有 


F ( r 5 歹， 2 T 0 — 3) < 0， F ( x ? y , + 5) > 0 


5 


从 3° 可以推得有唯一的 5 使 


F ( r ? 歹， 5) = 0， ；? 0 — 8 <i z <i Zq + 5^ 


也就是在 


I 


x 


太 ol < 知 ， \y ~ yo \ <^ 0 5 U — | < d 


之中，由 （1) 定义了一个单値函数。二 K *， y ). 

2) 連續性， 

如果取 x ^ x Q ,y ^ y 0 j 則得 JT 。 = f ( x 0 , y 0 ). 如果取3是任与的6 > 0 5 我們 一 定有 


3。>0存在，使在 


x — x 0 \ < 8 Qj \y — yo \ < 〜 


4^- 


z 一" Sq < £ 5 


卽 


\ f(xj y ) — /(^ o ? yo ) I < C 


这証明了在 U ， y u ) 处， fix , y ) 的連續性. 

又对 （3) 中任一点 O , y )， f { x , y ) 的連續性也可以类似地証明. 

\ 

定理 2. 假定 F(x,y, z) 为一个三变数的函数，且适合以下的条件：1° F{x q , y 0 , 

xr c ) = 0; 2°在以（知， y 。，0 Q ) 为中心的一邻域 


: e —— x 0 丨 <5， |y —— yol < J ， \z ~ z 0 \ C 3 
中， F ( x , y , 幻及4^， •1^，# 是存在且連 續的； s °— (x ' V * Z) 


dx dy dz 


dz 


^ o # 除去定 


X 




理: 

df 

dy 


中的一切結論外，还可以証明在 y =〜附近 fix , y ) 有連續偏微商 專 

ox 


証.由3°我們不妨假定 


dFjx ^ y v g ) 
dz 


> 0,因而可以假定有 iT > 0存在，使 


y=vo 


x 


一尤 。 I < <5% \y — I < 次 ， Iar — ar。I < d f 


时， F ：( x , y ^)>0. 由此推出 F ( x , y , z ) 适合于定理 1 的所有的条件 5 因而得出定理 

1所有的結論， 今 往証明的連 續性. 

ox ay 

給 I， Ar 及 y . 命 /O + 厶 r ， y ) = 


= s + 厶之 ，由 

F{x + Ar ? y ， ；？ + Asr ) — 0 反 F(x^ y , s) 




显然可見 
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AF = F(at 4 - y，s + A ^ r ) — F (^ x r z ) — 0. 




由全增量公式可知 


0 = AF 




A . 


dx 


aAx + 


此处 ct ， JB 随 Ax -> 0, As -> 0 时而趋于零，卽得 


△g 

jLx 


Fx(x^ y, g) Hr a 
Ps ( x 5 y y z ) + 


当 Ax — 0 时 


dx 


Fy(x 


y 


) 


y? z) 


分子分母都是連續函数，且分母非零，因而 


5^ 

dx 


— [ 欠， y ， f(x , v)1 

F~[x^ y ? fix, y)]* 

是 x ， y 的連繪函数，同法 


dz 

dy 


也是 v 的 


連續函数. 

定义 . 


个函数 FU ， y ， 幻如果有〃阶連續偏微商，則称为属于类 


以上的定理証明了，如果在某点附近 Fix , y , 属于 C 1 类，則由 F { x , y ， 幻= G 决 


定的函数 z 也属于 C 1 类 <如果 


dF 

al 


与 0 


着 


更一般些有 


定理 3. 如果在某点附近 F ( x y y , z ) 属于类，而且在該点 

y , 所定义的函数 ar = f ( x , y ) 也属于 C n 类. 

我們将不証明这一定理，而仅指出《 = 2的 情況： 


dF 


# 0，則由 F { x y 


d 2 z d 2 


dx 2 dx 2 


/( r ， y ) 


d (F\(x 


彆 


y 


dx \F^{x 7 y. z) 


— F 


f 


d F f x + F ；— F 


dx 


dx 


F 


z 


— F, I F xx + F 


xz 


dx 


FA F 


XZ 


F 


” d 


zz 


dx 


F ： 


r f 


2 F , F^F 


F^F 


F X L F 


tf 


F 


z 


§ 13. Taylor 展开 

命 f(t y ) 表 x ， y 的函数，以下需要多少阶偏微商就假定它有多少阶偏微商. 


命 


所以 


cp (/) ― f{a + th^ b + / 免）， 

9(o) = ，办）， vC 1 ) 叫 + k，b + kX 


由带余項的 MacLaurin 公式可知 


9(1) = <p(Q) + 


y '( o ) 丄 屮"(0) 

1! 


2 ! 

.r 

o < 6 < 1 


y g (o) 

n \ 


屮 n 十 1( 卩） 


( 


1 )! 
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另 一方面 


d(p __ df 


dt 


dx 


h 


df 

dy 


k 


h 


d 


d 


dx 


dy 


因而得出 


cp ip) (0 




d p q> _ 

dtf 


h 


d 


dx 


k 


a 


p 


p 


dy 


S 


P 


h r k " 


d p f 


dx r dyf 


故 


( p ( p )(0) 


h 


d 


dx 


々冬） /( 尤， y ) 


dy 


b 


及 


q > inJhl \0) = ( a — + ^― 

\ dx dy 


K 尤， y) 


x^a-\-0h 


* 


代入原式，卽得 Taylor 公式 

f(a + A ， 厶 + 々） =/(a ， 办 ）+ (h 

\ dx 


d 




dy 


f ( x y y ) 


b 


h 


d 


2\\ dx 


O y) 


+ . • • + — ( h 


d 


dx 




ijn + 1) l V dx 


4 + 4H ， y) 


dy 


6 h 




在公式中如果以 x 替 《 ， y 替6，自变数的改变量 A ， 々各以办及 dy 表示，且命 


如此得 


A /( x ? y) = f(x + dx, y + dy) — f(x, y ) # 


AfO, y) = df{x^ y) + 


d 2 f(x, y) 
2\ ~~ 


+ 


d n f(x^ y) 

n \ 


d n+1 f(x, y ) 


( 


1 )! 


x ^-0 dx 

y+ 


* 


与 Lagrange 公式相仿，我們有 


/(^ + A，y + 々） 一 /( 尤， y) = A/i (X + 似 ， y + 沒々 ） + 々 /;(x + 0A，y + 0 々）， 

0 < 0< 1. 


14. 极大与极小 


假定 /0， y ) 在域 D 內定义，幷且 （ a ， 幻是 D 的內点.如果 U ，6) 有一个邻域， / U ， 办) 
常不小于邻域中的其他的 / U , y )， 則 f { a 9 b ) 称为极大.同法定义极小， 

我們現在假定 Kx , y ) 有連續偏微商存在，以下用到/•次，就假定它有 r 次存在. 

考虑函数 


cp (/) = f(^a + Xtj b + fit ) y 义 2 + 〆 〉0， 

这是 £ 的函数，且当 r = 0时取极大値.因此可知，极値的必要条件为 

乂 0) = 0， 

卽对任意的 A ，/ x 常有 
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特別取又=1，户= 0及又= 0，户=1:，可得 



癱 


由此可見 ，一 个多元函数在某点（內点）为极大値或极小値，只有当在該点的每个偏微商等 


于0或不存在时才有可能.又 


9"(0) 




a 2 / 

a? 


Ufl £k + fl ' 



如果对所有的 ( A 2 +〆 > o ) 我們常有 

9〃（0) < 0， 

对取任何方向而言，則 y ) 在（〃，点所取的値是极大値，也就是如果用 Lagrange 公 


式 


心， V ) — /( a , b ) = 


( S )^ (最卜+ 



此处又二尤一 a, ~ y —厶，而 

d 2 f d 2 f d 2 f 

dr 2 ’ dxdy 5 dy 1 

中的尤， y 都代以 a + 0 O - «)， 办 + 0 (y - 办）， 0 〈权 < 1，則当 JC ， y 充分接近于 “， A 
时， /( X ， y ) < /( a ，6)， 因而 f(a, b) 是极大値. 

因此我們的問題一变而为怎样的 A, B, C 可以对任意的不全为0的 A ， 户 

AX 1 ■+• 2 BXfi 4~ <C 0, 

显然需要 A< 0 , 又由 ' 

Ak 2 + 2BA/tz + Cju 2 = j (A + 号 ju) + (C — /x 2 (1) 


可知，也需要 C — f <0. 不然，我們可以取1及2 = -互，而使 + 

A A 

为非負. 

反之，如果 

D2 

A < 0 , C — — < 0 y 

A 

則由 （ l ) 可知，常有 U 2 +〆 = o 除外） 

AX 2 + 2BXfi + Cfx 1 < 0 m 

因而 得出： 

如果在 X — y ~ b 这一点 

h (^l ) 2 - (mm < o 3 

dx l \ dxdy / \dx 2 J\dy 2 J 

則 Kx, y ) 在这一点取极大値. 


总之，求两个变数的函数 /( r ， y ) 的极値的方法 如下: 


• 43 






1° 先解出方程 


fx(x, y) = 0, fy(x ? y) = 0, 

2° 命 a，6 是以上的解的一个，命 

d 2 f ( a , b ) = A d 2 f ( a , b ')= 丑 d z f ( a , b ) = ^ 
~ dx l ， dxdy — ， d y 2 — 

則可用下表来得到解答. 


B 2 - AC ; 

1 

+ 


+ 

0 

A 

一 

+ 

i 

1 


i 

极大値 

极小値 

不是极大极小 

可疑 


这个表上的第一个結論(取极大値) 如上； 第二个結論的証法也相 仿佛； 关于第三个結 
論， IP 

B 2 ~ AC > 0 

的情况，則由 

AX 2 + 2Bfx 4 - Cfi 2 ~ 0 

可以得实数解答： 

, — B± a / s 2 - AC 

A = --- 

A 

对这样的 A， 户，9"(0) = 0. 幷可取; I ， p 使有时 < p"(0) > 0,有时中"(0) < 0,所以在 
^ 6点不可能取极値. 

对于最后一个結論，我們可以依一个变数的方法，再看？>"'(◦)， <P iv (o) 等. 

如果 D 是一个閉域，假定 /O, y) 在其中連續，我們已知 /O, y) 在 D 的內点或周界 
上取最大値，因此求蕞大値的方法是找出一切的 K = fy =0的內点，算出这些点的函数 
値.然后与周界上的函数値相比較，最大的就是域 D 的函数最大値. 

倒1.求 


* 


U 


m 


sin x 


siny 




sin 


y) 


的最大値，此处 X 与 y 适合 x ^ O , y > 0 , x + y < 2 ^ 


由 


Qu 

dx 

Ou 

dy 


— COS X 一 cos (jt + y) 
—cos y 一 cos (a: + y) 


= 0, 
= 0, 


^ — 3?——. 此时 《 = -- ^ • 而在区域的周界 X = 0, y = 0 及 x + y = 2 ?c 上， « = 0, 

故在 ( j 3 j ) 函数达到最 大値. 

倒 2. 求 

u = a 2 x 2 + b 2 y 2 + c 2 z 2 — i^ax 2 + by 1 + car 2 ) 2 (a ^ c !> 0) 

44 ^ 



的最大値及最小値，其中 〜 y ， sr 适合 

x 2 + y 2 + 幺 2 = 1. 

以 2T 2 == 1 — x 1 — y 2 代入《，則 

u = (^ 2 —— c 2 ^)x 2 + (^ 2 — c 2 )y l + ——[(这—— ^) x 2 + — c)y 2 4- c] 2 ^ 

此处％与 y 适合/ + y 2 < 1. 


由 

— = 2x(^a —— ^) {(a + e) —— 2[(0 — c^)x l (厶 一 c)y 2 + c]} = 0, 
Ox 

- — 2y(^b — c){(6 + c) — 2[(d — c^)x 2 + — c^)y l + c ]} == 0 

dy 

得出 

X ~ y ^ 0 ( 此时 » = 0);ji £： = 0 ? y = ± — = — (^ — e) 2 ); 

V 2 V 4 1 

x — ± — L =， y = o(u = 丄 (a 一 c) 2 V 

^2 \ 4 ’ 

現在轉而考虑周界+ y 2 = 1上的函数値.以 y 2 = 1 — /代人《， 

u — (a 2 一 b l> )x 2 + b z — [ 一 b)x 2 + 办 ] 2 ， 


此处 x € [— 1， 1], 由 


得 


= 2(“ 一 bYxil 一 2flf 2 ) = 0 
dx 



而对应于 x ^ 土1 时 w = 0 




因此函数在（0, 0, 土 1)，（0, 士1， 0) 及（土1，0, 0) 


达到最小値，最小値为零；而在（士 



，0，士 


2 



达到 


最大値，最大値为 —(a — c) 2 m 

4 


( IV )、 

—w 


例 3. 在平面上給一边长为 a ， 心 c 的三角形，在它上 
面作无数个定高 a 的錐体，求側面积最小的錐体. 

命錐体頂点在三角形所在平面的投影是 M ， 心 y ， 方 



m 30 


分別表示点 A / 至三个 边〜之 c 的垂綫之长.它們按图30所示的区域取下列符号 





Io 

I 

II 

Hi 

IV 

V 

' 

VI 

X 

+ 


+ 


— 

+ 

* 

— 

y 

+ 

+ 


+ 

— 

- - 

+ 

Z 

+ 

, 

1 

+ 

+ 

— 

+ 

— 



命三角形的面积是 P ， 則 
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側面积 S 为 


ax + by + cz — 2P. 


S — + A 2 + — \/y 2 + A 2 + 上 z 2 ^ h 

2 2 2 




2P — ax 一 by 


C 


代入乂得 


S 


2 


^ x 2 h 2 


j ^ y2+k2 + i 


2P —— ax — by 


c 




由 

2 dS _^ ^^ ~ = o , 

dx ^ jx 1 + h % ^ z 1 + h 2 c 

2^1 =, b y — _ _ c z 一 . A = o 

vV -+- T 2 y / z l + k z c 

得 

x _ y _ s 

\ Z ^ r 2 + A 2 、/ y 2 + A 2 V : 2 + 厶 2 

由此得出 x^y = z 9 这点是三角形的內切圓的中心. 

由于当 x 2 - hy 2 + z 2 — 00时 ，* S — 00. 故最小値不可能在边界点上 取得， 因此这 一 

点对应的錐体的側面积最小. 

例 4. 最小二乘法.这是广泛用以修正覌測的方法，确定6 y 的数値，对于它們有 
»> 2个綫性 方程： 

ai% H- biy = d iy (1 ^ ^ 


其中 ^ ， 匕， 是由經驗方法得来的.假定 


ai b x 
^2 bj 


与 0. 


从前两个方程解出的 6 y ， 一 般幷不能滿足其佘的方程.我們是要求 h y 使 


n 


n 


w 




y^i S) = ^ (aiX + b t y — di) 2 


最小. 


dW 

a 7 


n 


2 2 ai{a t x + — di) = 0 5 


dW 

dy 


n 


2 2^J biiaiX + biy ——di) 


=£)• 


n n 

用 Gauss 的記号，記 [a^ b] — 级心， [a^ a] = a 】， 等等.則上式变为 

i = 1 i = 1 

[fl, a]x + [a, b]y — [a, d] 3 
[a^ b]x + [b, b]y = [b^ d] m 
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由于 


[a ， a] 

[a，&] 

=,V 


bi 

t 

> 

ai by 

[a ， 厶 ] 

[ 办，厶 ] 


“i 

bi 


02 厶 2 


> 0 


(此式讀者不滩証明），故方程有解. 

不难証明这一解确使灰达到最小値. 


§15 - 隐函数求极値法 


命 

我們現在硏究在条件 

y y z ) 0 

的情況下，《的极大与极小. 

为了明确起見，我們假定: f，y 是自变数，而 Z 是由^>， y，O 辞0所定义的面数, 
由》取极値的条件 

du df , df dz 

t ■ ■ ■ = ■ J — - 4 — — , — - -p = fj 

dx dx dsi dx ’ 

dy dy dy # 

再从条件^>， y , ^) =- 0 出发箅得 

‘ 也 + H = 0 叙 + 也也 = 0 

dx dz dx ’ dy dy m 


在这四个方程中消去 


dz 

Vx 


dz 

dy 


得 


Of Qg — a = 0 ， 

dx dz dz dx J 

df dg df dg 

dy ds dy — • J 


⑴ 


从这两个方程与〆X， y^) - 0解出〜 y，r 的数値，这就是找出可能的极大値与极小値 
的方法. 


如法，由 （1) 可見 


df 

dx 

dx 


df 

dg 

dy 


3/ 

dst 



卽有又使 


备十 0, 




5 L + a^- = o. 

ds ： dz 


如是我們也可以把 x，y，q A 都看成未知数，而从这三个方程与^=0中解出〜 y，q 又. 
这方法的优点是：， y， 方都处于同等地位. 
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同时，我們也可从另一角度来看問題，卽考虑函数 

W = f ( x 9 y y z ) H- lg { x ^ z ^) % 


这函数的极値当然适合于 

^ y> z) = 0, 

OA 

dx dx dx 


Qw 

dy 



dw 

a 7 



由千 y，= 0,所以也得出了 f { x ^ y y z ) 有条件的极値. 

这一方法称为 Lagrange 乘子法.这不是另外一个方法，而是把浓看成为四变数 A, 
a ：，y，z 的函数，我們就可以运用固有的方法了. 

例 1. 求点 U, 幻到直綫 

•a 

^ + By + C = 0 


的最短距离. 

設 U， 幻至直綫上动点 O, y) 的距离为％則 

r 2 = (jc — aY + (y — b) 2 9 

作 


由 


w — i,x — a) 2 + (y — 办 ) 2 + Xi^Ax + By 4- C) # 


= 2 ^x — a ) + kA — 0^ 
dx 


得 

于是 


Qw 

dy 


2 (y — b ^) + XB ~ 0 


x = a —— 一 XA , y = b 一 — XB m 

2 2 


2( Aa + + C) 

A 2 + B 2 



⑶ 


由于 p + y 2 — 00 时， r — 00,故最短距离是存在的.因此 U，6) 至 U，y) 的距离最短; 
此处 U，y) 由（ 2 )定义而又由（ 3 ) 定义. 

4 

例2•命 m， 77、是給定的正数，求 


/( 尤， V ) = x m y n 

的最大値，而 f 与 y 滿足： ^^0 ? y^0,jf + y = a(a> 0). 
对于 f (, x 9 y ) 9 求对数得 

cp{x ， y) = log y) — mlogx 4 - n log 

作函数 


由 


w — m log x -h n log y + Xi^x + y — a\ 

尝=予 + A =。， 
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得 

故 

于是 


Qw 

dy 




+又= 0 





鲁 


ma na 



与例 1 类似的討論可知，这一点使 y) [同样使 Kr，y)] 达到最大値. 


§ 16 •坐标变換 


我們已經知道了两种坐标系——笛卡儿坐标与极坐标.現在我們将这槪念扩充一 
下，得所謂曲綫坐标系，实貭上，极坐标可以看成为由两族曲綫交織而成的： w 以原点 
为心的同心圓： 

: 2 + y 2 = p 2 ， p 〉 0; 

( ii ) 通过原点的 射綫： 

y — 0 < 0 < 2 兀， 

这两族曲綫有以下的性貭:通过平面上的任一点（非原点）一定有一条且仅有一条族 (0 的 
曲綫，也仅有一条族 （ H ) 的曲綫.对应于这两条曲綫，有二数値迖 P 和0就称为点 


的极坐标. 


如此就得出平面上的点和 （P，0) 的——对应关系（但原点例外). 


笛卡儿坐标也是如此，是由两族直綫 


及 


b 交織而成的, 


我們現在把这一漑念加以扩充.如果两組 曲綫: 


<p{x, y ) = 

中 ( 、 x, y) = " 






都有这样的性貫，对应平面上的一点 （h y), 两組曲綫各有唯一的一条通过（〜 y). 这 
样一来，两个曲綫族就成为一个曲綫坐标系（《，〃），称为 U，y) 的曲綫坐标. 

如杲在平面上有些例外部分，我們就說是对不例外部分的曲綫坐标系. 

除常見的笛卡儿坐标与极坐标之外，我們还有下面的几种坐标. 


例 1( 補圓坐标系乂 命 A > 对应于 


U 与 y 鄱非零），我們从 



( 1 ) 


可以得出两个根讥 ， qi {qi > > ^2 > e 2 ) 1 t 这公，公也就成一坐标系.現在来求出曲綫 

族， 
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爸 q - qx 是常数时， （1) 秦示一个 橢圓； 当7 =仍是常数时， （1) 表示一个双曲綫. 
換言之，一个曲綫族是共焦点的椭圓族，而另一个是共焦点的双曲綫族.通过平面上的 一 
点，有唯一的一个椭圓[属于 （1) 的]，也有唯一的一个双曲綫. 


例 2. 取 


cosh 又 iCOS 又 2, 


siah Ai sin 


mh 是常数时，有椭圓 


cosh 2 Ai 




当 a 2 是常数时，有双曲綫 


cos 2 X 2 


y 2 — i 

™ * * —1 

sin 2 X 2 • 


在例 1 中取 q = 1 ， = 0,則得 


它有两个根奶，穿 2 ,适合于 穿 1 > 1 > 《2 〉 0. 我們取穿= cosh 2 及穿 2 = cos 2 A 2 , 这完全 

适合干要 求了. 因此 9 如此得出的坐标系也就是例1的椭圓坐标系. 

例3•取 


— d ] 




当奶二 常数 5 得出一族抛物綫，以原点为焦点，开向左方.而仍《常数，也得一族以原点 
为焦点，开向右方的抛物綫. 


我們現在介紹換变数的方法.如果 


y) 


是 h y 的函数，換了变数 


犮（ “ ， 0, 




A («，") 


之后，得函数 


現在有 


dG 

dG 

a 7 


GU ，"） = Fig，h、. 

_ dF dx , dF dy 

1 ■■ — ■■ ■ I ■ in 

dx du dy 0 u ， 


dF dx + dF dy 
dx dv dy du * 


由此得出的行列式 


称为 Jacobian 或函数行列式 * 


0y~ 

0„|如 

如~ 

£ 


0 9 6 0 

^3^1 a 

ad da 


) 
y& 


? 9 


1 • 1 ■ 

fv /IV 

DD 


脅 
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在 O , y ) 平面上我們有长度的微分.經过变換之后就得到 


+ dy z — du + ^ du) 2 4- (― du dt^) 2 =• 

\du du / \du dv / 

& [ (处 y + (^.yi + + 

\Qu / \Qu / i \ Qt 4 Qu Qu du / 




j 


这便是在曲綫坐标中的长度元素. 

例 i . 极坐标. 

r = rcos 沒， y^=rsin0 (r ^ 0, D < 0 < 2 兀）， 
則 

D(xj y) I cos 6 sin d 

' J ™ Z—L r 

D( r ， 0) I — r sin 0 r cos 6 


例 2. 考虑变換 


由于 


e _ v 

疔 2 + 夕 2 ， ^ + if 


r* + y 2 = 


f 2 + rf 



y 

v 


j 


故将 r 軸与 y 軸分別与 e 軸及 ^ 軸重合，卽可知对应点在同一射綫上，且对应点与原点的 


距离的平方的乘积为1, 


这一变換是可逆的，逆变換是 




故称这变換为反演 . f 

D ( x , y ) _ 1 

’ 邮， = 7 ) (e 2 + rj 2 Y 


U 7 . 三維空間的儿个坐标系 


与平面上曲綫坐标系相类似，現在把这一槪念扩充到空間去.設有三組 曲面： 

« = 9( 欠， y ， 公)， 

«/ = 0(尤， y ， 2)， （1) 

w = y ， jet )， 

都有这样的性貭，对于空間中的一点 （A y ， s )， 有唯一 的“使 

« = y , 0)， 

也就是說，有唯一的一张曲面通过 O , y ， z ); 亦有唯一的^ 及故使 

”疋 0(x ， y ， 怎 ）， w = X(x ， y ， z) m 

这样一来 ，三組 曲面族 （1) 就构成一个曲面坐标系 U ， 〜称为 y ， d 的曲面坐 

标. 
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如果空間中有些例外部分，我們就說，这是对不例外部 分的曲 面坐标 a 

常用的笛卡儿坐标就是三族平面 X — a,y — — c 交織而成的. 

# 

如果 F(X，y，2T) 是X， y，S 的函数，換了变数 

x — gi^Uj «/〉， y — h、u , v ， w 、 ， z = 々 (w ， 泛， w) 


之后得面数 
故 


G(u y tv) = F ( 貧， A ，々)， 


dG 一 

—dF 

dx 

du ~ 

dx 

du 

dG — 

—dF 

dx 

du 

dx 

dv 

dG — 

^ dF 

dx 

dw 

dx 

Qw 


因此得出行列式 


D ( x ^ y , z ) 

£)(»，V y «/) 


称为 Tacobian 或函数行列式. 


dF 

也 + 

dF 

dz 

dy 

du 

Qsr 

du 

dF 

dy + 

dF 

dz 

1 % 

dy 

du 

dz 

d" 

dF 

dy + 

dF 

dz 

dy 

Qw 

dz 

Qw* 

dx 

dy 

dz 


Qu 

0u 

0u 


dx 

dy 

dz 


dv 

dv 

du 

9 

dx 

dy 

dz 


0w 

Qw 

Qw 



例 L 球坐标(或称空間极坐标).它与笛卡儿坐标的关系是 


x = r sin 6 cos <p , 
y — r sin 0 sin cp , 
z = r cos 0 9 

其中 

r ^ 0, 0 ^ ^ 7r, 0 ^ <C 2rc m 

r ， 9, 没的几何意 义是： r 是联結原点与已知点 M{x } y, z) 的矢量的长度，没是这一 
矢量与 OZ 軸的交角，沪是在砂平面上的投影 OP 与太 軸的交角 . 

这个变換不是一对 一的 . (r ， qp ， 8 ) 空間中的平面 r « 0 与原点 x — y=^z = 0^ 
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对应.而直綫0 = 0 ( 或 TT)，r = 常数尹 0,則被映于一点 二 y = 0，;？ = r 或 一 r . 除 
此而外，則是一对一的对应了. 


坐标曲面形成 三族： 

(i ) r ==常数，表示中心在原点的同心球面; 
( H ) 0 =* 常数，表示以2軸为軸的圓錐面； 
( iii ) <?> =常数，表示通过$軸的半平面. 


贫 一 变換的 Jacobian 为 


倒 2 * 


D ( x ^ z ) 
D ( r , (9, < p ) 


sin 0 cos <p 
r cos 6 cos <p 
r sin 3 sin <p 


sin 6 sin tp 
r cosO sin < J > 
r sin 6 cos <p 


圓柱坐标.这是平面上的极坐标与变量 


COS 0 

r sin 6 
0 



z 相联合而 成的: 


X — pCOs 6 y 
y — p sin d ， 


Z ~ Zj 

其中 

0 < 0< 2?r, — oo < ^ < oo # 

除（/£>，0， 2T ) 空間的直綫 p = 0 9 Z = C (常数)被映射到一个点 af = y = 0,» = tf^l 

外，其佘的点都是 一一 对应的， 


坐标曲面形成 三族： 

(O /=>==常数，表示母綫手行于 2 軸的圓柱面，准綫則是砂平面上以原点为中心 
户为半径的圓周； 

( ii ) <9 =常数，則是过 Z 軸的半 平面； 


in 


) 


常数，表示平行于 O 平面的平面, 


变換的 Jacobian 为 


x 5 y ， z ) 

d(p\ e, 


cos 


e 


sin 0 0 


psin 0 pcos 6 0 


0 


0 


cos 9 sin 0 


sin 6 


cos 


d 


P. 


例 3. 椭球坐标.考虑共焦点且共軸的二次曲面族 




2 


又 2 又 2 -k 2 又 2 - 々 : 


( 0 < 


( 2 ) 


固定一点 U ， y ， z )， 此点不在坐标平面上.将上式看成 A 2 的方程时，有三正根幻，衫与 


私，滿足 


Ai > ^ > A 2 > > A 3 > 0. 

又由根与系数的关系可知 

又全 + 又3 + M = X 2 + y 2 + jar 2 + A 2 + 々 2 ， 

H - A 2 A 3 A|Aj = + 々 2 )% 2 + 々 2 _y 2 + h 2 z 2 ~H 厶 2 及 2 , 

x\nu = h z k i x\ 
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于是得出 


V 


十 


又1又2又: 

kk 


V 


十 


Va\- v) (又卜 h^ - id 

k^J ^ — h 1 


―十 V (« — « U 2 — ADU 2 — 义『) 

2 T 一 31 - — ■ ， 二 -參 

々 \/ 々 2 — 厶 2 

如果限制*， y，z 在第一卦限，則这些式子都只取正号，数 （A ， A 2 , A 3 ) 就是第一卦限內点 
的椭球坐标. 

三坐标曲面 族是： 当 A ==常数 > 々时， （2) 表示椭球面；当々> A > A 时， U) 表示 
单叶双曲面；当0 < A < A 时， （2) 是双叶双曲面. 


变換的 Jacobian 是 

£>(尤， y , j ?) _ (又？ 一 一 又 D (又5 ~ ' 又 5) 

DU “ 又2,又。 VU 5- 々 2 )( 又卜 bcf I 2 x〆 一又⑹二了汉々厂一1). 
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第十三覃带变数的貫，級数及积分 


§ 1. 一致收傲貫 

命 D 代表《維空間的一个域，我們所討論的函数乃指在上变化的 m 个变数☆，•••， 
Xm 的函数.为簡单計，我們就用X来代表:•••，〜，換一句話說， fix ') 就是指々，*••， 
X m 的函数，且这讲个变数都在 D 上变化，函数値可能是实数也可能是复数. 

如果对任一 A： € £>，函数貫 

n = 1,2,3, • * • 

都收斂，这个貫就称为上的收斂貫，以 [A ( at )] 表之.它的极限也是在 D 上定义的一个 
函数办 乂 

一 般耕来，对 D 中的一点 h 当我們給了一个 S > 0,有一正数 W 存在，使当《 ：> A/ 时， 

la”(ar) — 《 0*0 I < \ 

这 W 不但和 s 有关而且和点 A： 有关.換言之，当 at 变化时，我們所选的 2V 也变化 . 

我們現在討論一个十分重要的情況，就是 W 幷不与点 A： 有关，而仅与 s 有关的情況， 
这一槪念称为一致收斂.定义如下： 

定义. 在公中定义的一个函数貫 

a”0) n == 1，2,3, … 

称为一致收敵于 a { x ), 如果它适合以下的条件 :任与 一 s > 0,我們可以选得 iV 仅与 s 有 
关而不与 x 有关，使当》> A/ 时， 

I ~ a (») | < e . 

由定义立刻看出，函数貫 [ aOO ] —致收斂于 aOO 的充要条件是 

I 

sup j 一 j ~ ^ 0 iji oo) # 

X 

定理 1 (Cauchy 判別条件).一个函数貫 

〜 （ re) n = 1 ， 2,3, ••• 

一致收斂的必要且充分条 件是： 任給一个 S 〉0,可以找到仅依賴于 e 而不依賴于尤的 
N , 使当 m， 》〉 iV 时， 

\a m ix') — a„(r) I <C e. 

f£. 必要性.如果 a „0 O —致收敵于 《0) ，我們有 iV， 使当 t »，》：> iV 时， 

S 6 

\a m (x) — a{x)\ < — ? \a n {x) — a{x) | < — . 

2 2 

所以 
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e 


— a n (ix) I |^(.r) — a(x^) \ \a n —*a(x) I <T 




* 


充 分性. 由关于收斂性的 Cauchy 判別条件知道，对任一: r ， hO ) 收斂，假設它的极 
限 是面数 《 o ). 

任与8> 0,我們有 V 存在，使 

I W — “flOO I < 8 Qm ， n 〉 N\ 

固定 m ， 命 》— oo ，則因 a n ix ^) -> a ( A ：) ，所以当 ？》> A / 时， 

UiwOO — I < 8 # 


卽得一致收敛性. 

定理2_ 連續函数的一致收斂貫的极限也是連續函数. 

証.任給 S > 0,我們有 N ■存在，使 

( a n C x ^ 一 a ( AT ) 1 <C s > AO , 


这 W 与 x 无关.考虑 


\a(^x + A) — a(,r) ( ^ I a n (^x + fi) — a(^x + A) ( + | a n (^x) 一 a(sc) j 
+ + h) — 〜 Or) I < 2s + I a n Cx + 々） 一 a fl {x') | % 

由于 連續，故对巳給的 s > 0,有 5>0 存在，使当 | A | < 3 时， 

I A (欠 + A) — a n (^x) I < s. 

因此 

\a(^x -k^) — a (*) j < 3s. 

(注意,本証明虽然是一个变数的形式，但是却具 m 个变数的实貭). 

例 1. 函数貫 

=--- ， 0 ^ ^ 1, n = 1,2,* 


是一个收斂貫，它的极限是 


a ( jxi ) 



如果 0< r < l , 

如果尤 = 0 . 


由于 aM 不連續，所以这个貫在0 < X < 1中不一致收斂. 

例 2. 函数貫 

1 — 泛一似 

aJjxT) = x - ， r ^ 0, n = 1 9 2, • •* 

— 1 C 


也是一个收敛貫，它的极限是 


“0) 


X 


1 


0, 


^ > 0, 


e 


x 0 


争 


由于 aix ) 不連續，所以 a n { x ) 不一致收敵. 


例 3. 


i_/* j 


数貫 




nx 


1 + n 2 x 


2 


n 


1，2, 


的极限是 flOO = 0,虽然 aOO 連續，但 la n { x )] 仍不一致收斂.原因是 
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它幷不趋于 0 . 由此可見，不一致收斂的連續函数貫的极限也可能連續，也就是說，极限 
函数連續只是連續函数貫为一致收斂的必要条件，但幷非充分条件. 

定理 3 . 如果对 D 上一点“有 

lima „ Ca :) = c n , 

x^a 

幷且 aXx) 一致收斂于 ， 則^的极限 e 存在，且 , 

]ima(,x') = lim c n = c m 

x->a n-^ob 

証. 由定义，对任一 e > 0, 有 N 存在，使 

|a a (；0 — ‘O) I < s ， 》， ra 〉 /V ， 

这 N 与 x 无关 • 命 x —« ，則得 

\c„ 一 c m \ < e # 

因此 G 有极限 e 存在. 

由不等式 

|a(x 〉 一 c\ ^ I a^x') 一 c n \ 4 - UO?) — I + — I 

出发，我們可以取 A /, 使当》 > A7 时， 

\c n — c\ < e , UOO — «”00 l < s. 

又可以取 <5 >0,使当 k — <5 时， 

|«„(ar) — c n \ < e. 

故当 u — 《|<d 时， 

— c j < 3s # 

卽得定理. 

定理也可以改述为 ：等式 

lim lim a n (jc) ~ lim lim 

x a oo »-^oo x ^ a 

当 ^00 —致收斂时成立.注意非一致收斂的情況，两个极限的求取不能任意互換 • 


2. 貫的微分积分 


定理 1. 如果在 U，M 上 aO ) 連續，而且一致收敛于 aOO ，則 



— lim 




(^ x ) dx ^ 


也就是 


{ b Cb 

(lim a n (jc^dx^\im l a n (jx^)dx i 

a n^oa J a 


証.給了任一 s > 0,有 iV 存在，使当# > iV 时， 

— tfOO 1 < s. 


因此 


I, 



j aix^dx 


a 


a n {x)dx J ^ j J a(jx) — a n (jc) | dx <C S (厶 — 《)• 


故有定理. 


例 1. 不一致收斂，有时結果不眞，如 


而 


lim j 2 n l x ^ e~ n ^dx = lira (l 

*>-► 0 * J 0 n-*oa 


lim ( 2 n z xe^ ntx ^dx 


) = JL , 




* 


0 ff—oo 


例 2. 不一致收敵，結果有时也正确，如 


. fi 
lim I 一 

n -*oo Jo 1 


nx 


n 2 x 2 


dx 




Hm lQg(1+7>2) -0 

2n 



lim 、 dx. 

1 + n 2 X 2 


定理 2* 如果 hOO 在区間 u ， w 上可积，而且 hOO —致收斂于 “00,則 aO ) 也 


可积，而且 


lim f a n (jc)dx 

n-^oo J a 




a(^x^)dx m 


証.我們来討論函数 a Or ) 的可积性. 


由于一致收斂性，給与 s > 0,有 iV 存在，使当 n > A / 时， 

Q 

I 一 ^ W I < — > 


卽 a 


一 < a(^x) < a n {x) + ~ 
2 2 


取的任意部分|>，]3]，幷且命/«与从是函数 hOO 在 [ a ， jS ] 上的上确界与下确界， 


而 


M ~ m 是它的振幅;又用 *0 表示函数 a 00的振幅，因在 [ a ，0] 上， 


e / x s 

tn — — <C a(x) <i Ai -4 -—， 

2 2 


所以 


i 2 ^ O ) + 8 # 

把区間 U ， M 分成部分区間 U ,， A +1 ]， 在这区間內， hO )， aOO 的振幅各記以 


D ,， 則 Di ^ iO , + s , 幷且 


4 - e (^ — a ) 


_ 


因为 s(A — a ) 可以任意小，而当又 =max Aar , — 0 时 y g ), Ay , 趋于0，所以左边也趋于 

o ，于是 “00可积.定理后半部分的証明与定理1完全相同， 

定理 3. 假定 a n { x )^[ a , b ] 上可微，而微商貫 [ AO )] 在整个区間上連續幷且 

a. a. a 


• • • 


致 收斂.如果 a 知函数貫[〜00 ] 在 a 点收斂，則 [ a n ix )} 在整个区間上一致收斂，幷 


且极限 aOO 是可微的，且 




也就是 


»— 00 


"7~ Hm a n Cx ) = lim a n ^ x) m 
dx n^oo 在 x 
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p 



/ 


証，我們先証明貫在区間 [ a ， W 上一致收斂，由 


'X 


— a n (a) + a n ^x)dx 


a 


得 


'x 


f a m ( x 、 — a n {x) \ ^ I a ^ a ) — a ^ ia ) 1 + 1 | a m (^ — ( x ^) I dx % 


0 


任給 s >0， 因[夂 u )] 在 u ， 办]上一致收斂，故存在的使当 m ， 吋 


Um (^) — an (^)| < 


6 


2 ( 办 — 


a ^ x ^ b % 


由貫 ( x )] 在 r = d 的收敵性，有 A / 2 使当 ra ， 7 ?> A / 2 时 


|a 帘 （ a) — aXa)\ < 


s 

2 


* 


故当 m ， n^>N — max ( A ^， AT 2 ) 时 

Um(«) ~ ^n{x)\ < 


S 


s 


2 2 ( 办 一 a) 


x 


a) ^ 


6 


S 


2 


2 


3 


因此貫 u „ o )] 在上一致收斂 • 


命 




由定理2,可知 


! a^ (^i)dt = lim l an^t^dt — Hm \^a n (jc^) — a n Qa) ] = a^x) — 

Q n - J a n-*oo 

因为被积函数， O ) 連續，左边积分的微商 等于， 0*0, 它和 a { x ) 的微商相等， 


S 3.囿收敛 


对于一致收斂的連續函数貫，我們有积分号下取极限的定理（§ 2.定理 1). 如果在 
U ， 幻間有些例外的点，这些例外点的来源或出之于不一致收斂，或出于瑕积分，我們也 
有一些結果.先引进 

定义.如果函数貫 [ a n ix )) 在区間 [ a ， 上处处收斂，且有一与《， ； t 都无关的常 
数 M ， 使 

| a B ( ar ) | < M , 


則称 a „0 c ) 在 [ a ， 上囿收斂. 

定理 1. 如果 U ，6] 中有一点 c ， 对任意5 > 0, «„0) 在!> 〆 一< J]，U L 办】 
上 一 致收斂，又若 a „0) 在 [ a ， 上囿收斂，則仍有 


lim 1 a n (jc)dx 
»-^oo J a 


b 


Yuna^x^dx^ 


a n 


註，命 a ( ar ) = lim 〜 Or )， 由 


j L a” OO - a Or) Wr 




6 


[a^x') — a(^x) ]dx 


a 


b 


c+d 


[ 〜（《） 一 a(x^) ]dx 
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+ I j (tni.x)dx + a(jf)dx wrio -， 

对住与的 8>0 5 可先取 ( j ， 使 43 M < «. 又在 3 固定之后，可取》充分大，使其前二項也 
都小于 S . 因而得出本定理. 

这定理中的例外点，可以推广为不 it 一点，而有有限个例外点的情况.又此定理可 
以推广为 

lim I = I [ lim «„(»)] V 00 办， 

J c t J a n~^co 

只須假定 

J I <p(x) \dx C 00. 

以后将述及 Lebesgue 积分，在考虑 Lebesgue 积分时，这定理将以更完整的形式出 
現，如 Arz ^ la 定理等. 

例 1. 函数貫 

\00 =——--， a n (jc") — nxiX 一 x) n 9 (0 < 3f < 1), » = 1 ， 2, • •• 

1 + /3 Jf 

都是囿收斂， 

一个更重要的例子是 
例 2. 函数貫 


= 


n 

2 

nt— I 


sin mx 


m 



我們将証明它在任何区間上都囿收斂.因为 a n ix ) 为奇函数，且有周期 2 tc ， 所以只須証明 
它在0 < x <冗上囿收斂便 a 足够. 

因为 


听以 


cost + cos2f + *•• 


+ cos nt ― 






(COS if + • * 


+ cos ni)dt 
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因为 f °° i ^ d u 收斂（見 § 10. 10例1)，所以 

J a u 


L 士) X • 

而有界.又因所以 

0 U 


a - 


2 sin —— t 


sin ( n + 


1 


2 


tdt 


< 


1:( 2 」 


- ]dt 


2 


也有界.所以存在一个与〃与％都无关的常数使 

I ^ Ai* 


下面我們再証明 


lim a n (jc) 


— 7T - x (0 ^ 7t) m 

2 2 


极限 


Hm 

n - >oo 



i>sin« 


du 


u 


广 OO m 

I sm u 
Jo u 


du 


存在.又 


J：( - 


2 sin —— t 
2 


sin 1 « 十 — 1 1 dt 

t / V 2 




• 


2 sin ― x 
2 


x 


n 



X 


n 


0 dt 


2 


2 sin — t 


cos I n 


2 


tdt 


2 


易証上式最后一个积分有界，故当《 — 00时，最后一項趋于0,而得 




sin ( n + 


2 


dt ~^ 0 




( 2 ) 


cos n 



x 


2 


于是由 （1) 式得出 


lim a n {jc) 




{ CO 

SHI U 

0 u 


du 


2 


x (0 < x < ?r ) ， 


特別当 X = 7 T 时，因为 〜0 r ) =0,所以得到 


smu 


du 


iz 


0 u 


2 




(3) 


CO 


(2) 式得証，同时我們也得到了 Dirichlet 积分 j * 的値. 


Q 


又因极限函数 


这 GO 


—— 7 T ———X (^0 <Z X <Z 27 t) 
2 2 


0 


x 




0) 


在 0 处不連續，所以〜00在任何包含 2 mit 的区間中不一致收斂，但它是有界收斂的. 
再硏究瑕积分的情況. 


定理 i 如果 hO ) 非負，且对固定的〜它是《的非減函数.又对任一 
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常有 


\ (Km a ^ x^dx = lim 


€ 


u 


(. v ) dX y 


則在下式有 一 "方存在时，有 


{ (lim a n (^ x)^)dx = lim \ a n (, x ^ dx m 
a f»->oo J a 


(注意，这里的 6 可为有限，也可以是 00.) 


証.假定右边收斂，命 


• fi 

lim \ a n ( jc)dx = 


由 a „{ x ) 的非負性可知，对任一 < 厶）， 


c 


lim a n (^ x ^ d . 


所以 


lim i a n Cx^)dx ^ S m 

n-*oo J 0 


Cb 

i lim a n { jc)dx 
J a 




I 


存在，卽左么也收斂，而且 


I <s m 


另一方面， 


b 


a 


nix^dx ^ f ( lima a OO ) 办 


= I f 


命 A / — oo ，可知 5 < / # 所以 S = I 
間法可从左边出发来証明等式. 


m 


H . 級数的一致收斂性 


現在考虑級数 

co 

1 

命 

n 

Snix ) = 2 


(1) 


于是級数的問題就变为貫 &0 O 的問題，而从貫的性貭立刻可以推出級数的性貭. X 仍 


然在 M 維的域 D 中变化. 

定义.如果貫一致收斂于 5 U ), 則称級数一致收斂于 *50), 

定理 1. 級数 （1) 一 致收斂的必要且充分条件是.•給了任一 s > 0 5 有不依于: f 的汉 

存在 ，使当 时， 


Sn+i — 5„ I < e 5 / > 0. 


例，設篡級数 2^" 的收斂半径为及，則对任何 rCCR ) 9 篡級数在 U | < r 中 
一致收斂.命，表适合 r<r <CR 的任一实数，則因 ^ a n r f « 收斂，故必有正数使 


< 


62， 




\ a n r^\<K (对所有"都成立），于是在 kI 中， 


ff+i 








/ 


< K 


由此不难获得結果. 

定理 2* 如果:对 D 上一点〜有 








又 iu n M 在 r ►上一致收斂，則 


0 O 


C0 


lim 2 ««( 方 ） = 2 


且这級数收斂. 


定理 3. 連續函数的一致收斂級数的和也是連續函数. 

以下二定理虽然是一个变数的形式，但实貭上不难推广到多元厨数的情形. 
定理 4. 可积函数的一致收斂級数可以逐項积分，卽 


2 Unix ) 


1^=21 ^ nMdx , 

«= 1 J 


定理 5. 如果微分后的級数一致收斂，則級数可以逐項微分，更具体地說，如果 
收斂，連績， 一 致收傲，則 


£ 

dx 


OC 




故若命 K 为冪級数 ^ a n x n 的收敍半径，則在 U | < K 中， fO ) =乏可逐項积 

分与逐項微分. 

我們还有 

定理 6. 如果对任何 d > 0, 在 U+A W 上一致收敵，幷且 Ab ) 在 U ， 


幻上囿收敵.又設 


則 


( 1 9 (^) \^ x < °° ， 

^ T 6 p ~ 

?i \^nM<pMdx = 1 > j “n(X)<pCx)dx. 

f) = 1 Jf — 1 


定理 7. 設 ％0 O > 0,且对任一 ci < b )， 常有 


fc ^ 
n-1 


0 cV _ 


S f ， (抽， 


則在下式有一方为收斂时，有 


2 ^nix^dx = 2 1 “nOOdX 


( 2 ) 
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(在可以为有限也可以为 00). 


若 wOO 可正可負，在将收斂的条件換成絕对收斂后，定理仍然成立.詳細言之，我 


們有 


定理& 若对任一 < b ), 常有 


\ C ±u n Md x =± 


C 


a 




c 


2j \ u nM \dx = 2 \ \unix") \dx 9 

_i __ i J o 


則在 


a 


Xj \^ nM\dx 与 


oc 



b 


a 


\dx 


(3) 


有一为收斂时，等式 （2) 仍成立. 


証.由定理7知道， （3) 中任一式的收敛保証另一式也收斂 ，幷 且两者相等.所以 
这两种假定是等价的.于是因为 


所以 


0 < 丨 ( flf ) | 士 ( flf ) < 2 | (尤 ） 1 , 


0° 

2 I [|««00l ± U n {x) ]dx 


也收斂.再由定理的假定及定理 7 得到 


^ a f3 — 1 


U) I ± ^«C^) ]d. 



6 


a 


[I 汉 / 尤）丨士 u n Qx^) ~\dx^ 


由此导得結果. 


如果是 复函数 ，如 


nM = a n { x ) + 狀 O )， 


通过討論|%00丨± \ u n M \ 土氏 00,这四个函数都是非負的，我們也能得到类 


似的定理. 


例 1. 試将 
級数 


1 


V X 2 


dx 展成級数形式. 


00 


V X ： 

在[0, 1] 中一致收斂，故可逐項积分得 


E 


3/2 


X 


dx 





r ^dx 


0 


oo 


0O 


、 m dx 


例 2. 試将 1 / log X 办展成級数形式. 


0 


oo 


級数 〆 = 2三在[0, 1] 上 一 致收敵，又 


2 


1 


m 二 


x m\(jZtn 一 1) 


* 
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I log I ^ ^ 1 < 00 , 


故由定理 6 得到 


o 


〆 log xdx = 2 丄 [ x n log xdx = ^ — 2 

0 n \ *1 = 0 


(n + 1)! (a + 1)* 


例 3. 求証 


log 


dx 


我們有級数 


log 


r 十丄十丄 + 

2 3 


* ♦ 


这个級数在 1 的邻近幷不一致收斂，甚至也不囿收敛.但因/ > 0,幷且 


log 


dx <Z oo 9 


又对任何 c < Z 1^ 級数在 [0， e ] 中一 '致 收敵，所以 


C 




于是由定理7得到 


1 


0 


log - dx 

l~x 


f l «° 

E - 

0 n=l n 


dx 


n^l n 


dx 




倒 4* 命 《„( ar ) 


ae 


2 = 

— be~ nbx {Q < a < 办） ， 則 


2 [ ^ni^dx = 2 ( 丄一丄 ）=◦• 

« 二 1 Jo \ n n / 


但因函数 


当 《 > 0 时是严格单調下降的，故 


UaM \ dx ^ J:b^r - > 0 


所以 


2 j 。 Unix^dx # j。2 u n {^)dx % 


其所以不能交換，是因为 


SJ:w 
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发散.事实上， U n (^ x ) 在 ; t < 


log 


b 


(厶 一 这） 


时为負，在 X > 


log 


b 


a 


ni^b — a) 


时为正，于是 


o 





b 

J °gq 
fl(J 一 


0 


oo 


log 


A )[^<? 


nbx 


ae 


ax ]dx 


n \ 


b log 


b 


e 


A—m 


(6 — a ) 


所以 



00 


0 


I 〜 GO I 心发散 • 


5. —致收斂的一些判別条件 


現在再介紹几个判別条件. 

定理1 ( Weierstrass ). 命是一正項的收敵級数，如果对充分大的 n ， 有 


1««( 欠 ）I ^ x ^ 


則級数一致收敵. 


証. 由比較原則，对任 




€ D ， 級数 


00 


E 


是收斂的，命其和为 <«：). 


由 


U 00 — hOO I < I 〜 +iOO + 〜+ 2 (尤）+ • • • | < a n ^i + a n+2 




可以获得定理. 

我們还可以推广. 

定理 2. 如果 O ) —致收傲，幷且 


\^nM | ^ "hOO X D y 


則也一致收斂. 

立刻可以推出 


定理 3. 如果有一与 I 无关的常数 r C < 1) ，使对充分大的 


w+iOg) 


< 


y 


則級数 


2〜 ( x ) 


致 收敛. 


定理 4. 如果有一与*无关的常数 r ( < 1) ，使对充分大的 


1 


i«»U) I < 


則級数 H 〜00 —致收敵. 


例 1* 


角級数 
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oo 


s 


cos nx 


n 


是一致收敵的, 


倒 2. 命 1 < a < 办， Dirichlet 級数 


00 


cw = 2 


V ： 


t a ie 


在区間 a <^< b 中一致收敵. 
这是有名的 Riemann C 函数. 


例 3. 級数 


oo 


{1 — (1 — 戈 2 )}i = a n(X — ^ 2 Y 


0 


在 一 1 < < 1中—致收敛. 


§6. 一致收斂的 Abel 及 Dirichlet 判別法 

任何一个检驗收斂性的判別法，只要它的条件与区域£>中的无关，都能成为检驗 
—致收敛性的判別法.例如，与定理 4.4.2 及定理 4.4.3 对应的是 
定理1 ( Abel 判別法).假定 


0O 


2 ^ w 

«=1 

在 D 中一致收歛，又設对每一； c ， a n M 成一单調貫，且有一与 》 r 无关的常数 K ， 使 


則級数 


kOOl < k ， 


oo 


2 〜0)厶„0) 


在 D 中一^致收敵. 


定理 2 (Dirichlet 判別法).如果的部分和 

|5»0 )丨 <M ， 

而 Ai 与/*， o : 无关，又对任一 h Xy a „{ x ) 单調一致地趋于0，則級数 


<30 


2 j 


也一致收敛. 


迖两定理的証明与定理 4.4.2 及定理 4.4.3 完全类似.因为沒有困难，我們把它留給讀 


者自証. 


例 命〜 是单調趋向于 0 的貫.在任何一个不包有 2 々 xU = 0, ± 1 ，土 2, •••） 


的閉区間內，級数 


o> 


oo 


2 a nSin nx^ 2 a n 


cos nx 


， 2 an 


e 


tnx 


n 
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郡一致收敵. 


理由如下: 


*9 

sin l(x 


k 


COS X 一 COS y n ^ ^ ] x 


2 sin 


2 


x 


< 


sm 一 x 
2 


在所討論随 _ ， sin | x ^0, 所以徽-个与^都无关的 上界. 
它的一个重要特例是 :級数 


'VW 

S 




sm nx 


n 


在任何一个不包含 2 和 (々 = 0, ±1，土 2, ••） 的閉区間上都一致收敛.关于这个級数， 
§3中已經証明，这級数在整个直綫上囿收斂，幷且 


oo 


* 


^ sm nx 
tt! n 


1 

2 


x 


2 


x (0 < je < 2tt) % 


例 2. 若化是递減的正数貫，級数 


0» 


S〜 si 


sin nx 


在任何区間上都一致收斂的充要条 件是： A == o ^ V 也卽 — 0. 

含 p + iF ， 


証， 1) 必要性.命考虑—及灯 

2 p 


我們有 


a n sin nx + a w+1 sin C» + l)x + 


# 譬奢 


4 - a p sin px 


> apl sin nx -h 


« * • 


+ sin px) !> ap p 一 1) sin it 


* 


> 


sm ~ 7 T 
~4~~ 


P^p 




因为現在有二 > rn ^> 

2 4 



由于所考虑的級数在一包含原点的区間中一致收斂，故 


当 P — 00 时，上面不等式的左方趋向于零，因此叫 P — 0, 也卽 < 9 (— Y 


\n / 


2) 充分性.由于周期性及奇函 数性，不 妨假定0 < r < 3 T , 命 N = max 、 ma m ) ， 

m>n 


則由假定仏― 0. 义命 




a n sin nx + • • * + a m sin mx y 


我們将証明 


\ S n , m \ < (艽 + 1)/^ 


由此不难得出結果. 


7 t 


若太 > 二，由于 

n 


1) 此处 [ x ] 表 r 的整数部分, 
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} 


I sin nx + 


cos 


cos 


癱•聲 


+ sin rx | 


+ T , 


< 




2 sin —— x 
2 


sm 


因为在丄； r 中，一^ < 丄; r)， 故由 Abel 引理（第十章§ 6) 可知， 

2 sin 6 2 / 


又若 r < 


因为 sin 0<0, 故有 
* 

\S nwm \ < a n nx -h 




+ a m mx ^ tnpL n x ^ 7tfi nw 


今若— <^< I，我們将这两神方法結合起来用.我們有 

m n 

对于允 m, 因为 r < »/T 三 1 ，所以用第二神方法得到 

L x J / L 尤」 




IM:]I 


又因 x > — ^—， 所以用第一种方法得到 

7 T 

. X - 


^ 户[5]+1 名户 / I ， 


所以又得到 


1 $«• /« I < (冗 + 1) 户好. 


而得到所要証明的結果. 


§7. Abel 定理及 Tauber 定理 


W 

設冪級数的收斂半径等于1，則在区間 IH <〆< 1) 中，冪級数一致收斂， 


今若級数;〜收斂，問冪級数的一致收斂区間能否向右伸展一直到 1. 回答是肯定的， 


这就是有名的 Abel 定理. 
定理1 (Abel). 設級数 




牧斂，則冪級数 


▽ 

2 j 〜 


在0 < 1中一致收敛，且有 


lim 2 a〆 = 2 


( 1 ) 
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証.在上节的定理1中，取‘00 X ”， - 〜，立得定理的前半 部分. 定理的 
后半部分由§4定理2导出. 

Abel 定理吿訴我們 ，如果 （1) 式右方收斂，則左方的极限也存在，幷且与它相等.它 
的逆定理未必眞确，卽若 CD 式左方存在，右方未必与屯相等，甚至还不一定收斂.例如 


fM = 2(— 办” 

t> — 0 




1 


X 


挡 r — 1 时，； fO ) — 丄，但(一 1)” 不收斂 • 

2 it =0 

如果我們給系数~的阶以一定的限制，逆定理便有可能成立.我們有 

定理2 ( Tauber ). 若 n 且当 r — 1时 3 (1) 式左方的极限存在，則 

也收斂，幷且⑴式成立 • 

証.我們只須証明 



«>s=0 




CO 

2 

« — 0 



( a : — > 1) ， 


此处 A / = — i — 

1 一- X- 


为 rh 瞄数部分或刪 


oo JV 

2 a ^ n ~ 2 〜 (1 _ 

n=N + 1 « — 0 

因为〜 =°{^)^所以給定 e > 0,可取 W 很大 ，使 \ na n \ < S (»> A 7)， 于是 


OO 


2 〜 


X 


=N*f 1 


s 


na 






x 


n 


oo 


< 


e 


一 2 /< 
A/ + 1 n =N+ 1 


6 


(2V + 1)(1 — x) • 


又由〃 ~〜0 可以推出（平均値的极限等于原貫的极限） 


N 


N 


2 n \ a n \ 0 (N -> 00). 


所以 


1 ， 

2 ^(1 - 


N N 

< (1 — 尤 ） 2 72 W ^ T ： n \ a n \ -> 0 

二 n iv 


由此得出定理. 

这两个定理可作种种推广,例如将^推广到复变数=的情形，又 Tauber 定理中 关于％ 

阶的限制可作一'定程度的放寬，例如将 A = o j 換成= 

之为 Abelian 与 Tauberian 定理 ，它 构成了数学分析中的一个重要部分，我們在这里不再 
詳細介紹了， 


等.这些定理統称 


§ 8. 求隐函数的逐漸逼近法 

我們假定 F { x , y ) 及其微商 F ^ x , y ) 在以 U ， y Q ) 为中心的正方形 
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* 




⑻ 


I — r 0 1 ^ A, I V — Vq I ^ A 


中連續，幷且 


F(a: 0 , y 0 ) =0 ， FiU 。， y a ) 与 O. 


前已証 明在 O 。， y 。） 附近，可由 




F(r, y) = 0 


⑴ 


解出 y 来，換言之,有一个单元連續函数 


y = fM 


适合于 y 。 = fC ^ o )? 而且有极等式 


F [ x ^ f { x ) ] = 0. 


我們現在可以利用一致收斂的原則来具体的定出 y = : fOO 来. 
首先 th 我們討論一个比較簡单的問題，就是方程 U ) 具有 


V = y 0 + cp(x, y) 


⑵ 


的特殊形式，此处 < pOo , Vq ) = 0, 


1中父（尤0，父0)丨<1. 


⑶ 


注意，这样做幷不失去普遍性，原因是我們可以把一般方程 （1) 改写成 


y = yo + 


y — yo 


而命 


< pO , 




V ~ Vo 




y ) 

F y (义 o ， y。) 

F ( x ^ y ) 
F yC ^ O ? yo ) 




如此，則 y 。）= 0, pX %， yo ) = 1 — 1 = 

我們現在来解方程 （2)， 由 W 及9的連續性，我們可以取厶足够小，使在£>中 

j* 

\ cpyix , y ) | < A ( < 1), 

又取 S 很小，使在卜一抑| <3中，有不等武 


1<?(欠， yo)l < (1 — 又） 


(4) 


現在我們在 

(D*) 

中来作进一步的討論. 


|jc — 尤 0 |< 办， I y — yo I ^ A 


把 y = y Q 代入 （2) 式右边，則得$的函数 


yi 


yiOO 


yo 


+ Vo)* 


再把 y - yi 代人 U ) 式右边，又得出一个*的函数 


V 2 = yzW 




yo 


+ < pO , yi) m 


同此得 


V 3 


y 3 0) = y 0 + 9(太， h )， 


Vn = VnM = yo -h <p (^， 


(5) 


如此得出一个函数貫 


/ 






yi 0)， y 20)，•••，％(>)，•••， 
我們說，迭个貫的极限 yOO 存在. 

先証明这样的 y n ( x ) 都在区間 


I y — y。I ^ A 

中.显然 I yi — y。 I < (1 — A)A < A . 今若 

|y«-i — yol < 


則由 （5) 可知, 


但 


yn 一 yo = < pU ， Vn -\). 


I (p 9 y ft — 1 ^ 1 I cp(^x 9 y ®— l ) 尤， yo)l + (尤， yo ) 1 • 

由中値定理，右边的第一部分为 

I ^(xy y„-i) — <p{x， y 0 )| = 19(( 尤， y)I |y«-i — yol < 又厶， 

对第二部分，由 （4) 可知其< (1 一 X ) A , 所以 

|y» — yol < Aa + (1 — 又） A = 


卽得所断言者. 

其次， y»0) 都是 x 的連績函数.显然 yi O ) 連續.假定 w-iO) 也連續， 
〆充分接近时， yHOO 与 yH 可以任意小.故由 

y«w — y n (x) = <P(X ， yn^iM) — <p(x\ 

与 <?>U,y) 的連續性，推出 y a ( x ) 为連續. 

H. 

現在进一步討論函数貫 {y«} 的收斂問題.我們考虑級数 


00 

，0 + 2 — Vn - d . 

«= 1 


利用中値定理， 


| y « — y«-il =丨9(尤， y fl - i ) — 9( 尤， y ^)) < ^ I 


y «. 


L 


連續应用得 


\yn — y«_il < AI y n ^ — y n ^ 2 \ < 又 2 |^— 2 一 y^l 

< … < r -1 (l — 又） 厶， 


而几 何級数 


(1 — A)A 2又 


收斂，因此級数 （6) 在 U —知 | <5中一致收斂，所以 

y = yO ) = 11 m y n Qx ) 

»->oo 

在指定的区域內連續. 

由 （5) 可知 y = yOO 是方程 （1) 的一个解，現在我們进一步証明唯一性. 

y 

如果有另 一解？，則 

y = y 0 + 9( 尤， ？). 


則当 x 与 


( 6 ) 
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与原解相減得 

|y — 51 = |<?>(*， y ) — y ) | < A|y ~ y | # 

因又< 1，所以 y ^ y 不可能， 

这是一个値得注意的方法，請讀者熟讀. 


S 9 .无穷乘积 


現在討論无穷乘积 


我們用符号 


(1 + ❸） （1 + tf 2 ) (1 + “3) . • 


oo 

n (工+〜) 

n^i 

来表示它，幷假定‘中沒有一个等于一 i . 

命 h 表部分积 


F » ^ II (1 + ‘). 

w*= 1 

如果当《 — 00时， p „ 趋于一个非0的极限，則无穷乘积称为收斂. 

这儿不将 HmP fl -0 的情況定义为收斂 ，完全 是为了以后的方便. 

n-^oo 

不收斂的无穷乘积称为发散，而 IimP w = 0,則称发散于0 . 

n h^oo 

倒 L 乘积 



是收斂的- 

显然，如果 （1) 收斂，則 A — 0， 

先从几个簡单的情況幵始. 

1) 如果>0,无穷乘积 

oo 

XI (1 + ^«) 

1 

与級数 

— 1 

同为收敵或同为发散. 

証. Pn 是一非減貫，所以这貫或者收敛或者趋向正无穷，因为 

«i -h • • * + < (1 十 a ) • ■ • (1 + a ”） < e 

由此得出結果. 

2) 如果 a „ Oa „= — K ， 我們硏究乘积 




CO 

(1 — o . 

»=1 

2.1) 如果 ^ 0, b n ^ 1 (w = 1 , 2, •••)， b n 收敛，則 11(1 — b ^) 也收啟 • 
因为怎心收數，故能取 iV 充分大，使 


〜+ ^ w +1 


< 


2 


特別有心 < iU > aO . 于是 


◊1 一 b N ){l 一 1 一心一 ~+1 ， 

(1 —办 W )(l 一 〜 +1)(1 — & JV +2) ^ (1 — —一 〜+2) 

> 1 一厶 JV — ^N+l ~ 办 N+2, 


一般說来，有 


(1 — ^ w )(l — 〜 +1) •. • (1 一 匕 )> 1 _ ~ — . 一办 ” > 


当” W 时单調下降，且有一正下界，故 lim P ^ P w - i 有极限存在，且大于0,因 

n ->06 

^ 0,所以得到所說的結論. 

2.2) 若0 < 心< 1及~发散，則 n(l —匕）发散于0 • 

若0 < 6 < 1，則 1 — 6 < <?-*，所以 

0 < — by ) (1 一 bQ * * • (1 一 b ^) ^ e -hS 4 ». 

右边趋于0，所以得出結論. 

00 <30 

于是得 到:若 0 < ~ < 1，則无穷乘积 n (1— 心）与乏>»同为收歛或同为发散. 


§ 10. 无穷乘积的收敛条件 

現在 A 可能是实数或复数，但关 一 L . 

定义.如果乘积 

f[(i + UJ ) 

b — 1 

收斂，則乘积 

CO 

XI (1 + o 

0 = 1 

称为絕对收敛. 

00 

由前 已知： S 的收斂是乘积絕对收歛的必要且充分条件, 

n — 1 

現在証明 

定理 1. 絕对收斂的乘积一定收敛. 

4 E . 命 
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■■ ' r ■ ki ■*_ ■ 「 1 _个 






n 


n 


P 


n 


jj (i + o ， 尸” = n u + u ). 


由 


及 


显然有 


Pn 一 Pn 




(1 + 々 ）• • -(1 + a^y)a 


n 


Pn - P 


(i + I ^ii)* * *(i + 


\pn — ^ P 


n 


p 

[1 j 


00 


O0 


今若 U (i + u , n 收斂，則匕有极限，故 — p „^) 收斂. 由比較法可知 


oo 


2 Ipn 一 pn - l ) 收斂，卽 h 有极限. 


QO 


現在証明达极限不能为 0. 由乏]的收斂导出1 


n 


1，所以級数 


S 


1 


ft 


也收斂.再由以上証明了的結果，乘积 


n( 


1 


1 


也有极限，但此乘积等于 l / Pn ， 故 P n 的极限％0. 

不难証明，絕对收斂乘积各因子的次序可以任意变換而不改变乘积的数値. 


例 1. 


5 ( 


1 



2 




这是由于 


Pn 




(1 - 


2 2 



1 


3 2 - 


# • 


( 1 - 


1^72 + 1 

2 n 


2 




例 2* 由尤的 Wallis 公式， 
jt 2 2 4 4 


2n 


2n 


ctt 




2 


1 3 3 5 2n 一 12 打 + 1 


2 



(2» + 1) 气 


及例 1 得到 





2 




(2 奴) 





{2n + I) 2 - 


11. 无穷乘积的对数 


若 


oo 


II + a n) s p m 


¥ 





是否有 


2] log (1 + O = log ，. 

1* = 1 

此处 log 名表示 2T 的对数的主値，卽其虛数部分在 一 7 T 与沉 之間者. 

如果〜都是正实数，則所有的对数都取普通的实数値.以上的等式是对的，但在一般 
的情況下，却不一定相等而需要作些說明. 

仍命 P „ 表前〃个部分乘积，且命 

Pn = 

当》 — 00时， p „ 趋限幷且如果适当的取 < p « ，則％也趋限. 

命 

\ + a a = y n e iBn ^ n <. 0 n ^Jt m 

由于〜 — G ， 所以当 oo 时0„ — 0. 

命 

n 

4 = 2 log(l + O = log p n + 2^„ ； nr, 


此处怂是一整数，現在有 
故 


2々> ==0! + 
2 r (^ +1 — Jin ) = 


• • • + — < Pn 、 

0 n+X — iqpn^l — <Pn) 


右方趋向于 0. 故当〃充分大时， 

卽得々= kn . 因此，当《充分大时，心=々是一常数，卽 


Sn = log p n + 2 々 /?r (« > N\ 


命 /J —> 00 ，則得 


2 Jog (1 + a n ") = logp + 2^ijc 0 

»= l 


此級数的和是乘积的对数，但不一定是主値. 

又可注意者在証明中也可得，当 JV 充分大时, 


2 log (1 + a n ) = 

N + 1 


logp — log 


如果我們由对数的級数出发，且假定 


則得 

故 

卽乘积收敵于和的指数. 

• 76 • 


oo 

S Jog (1 + a n ) Sy 
0=1 

Pn-^P = tfS 




根据以上的討論，我們得到 

定理 L 乘积 


00 

(5 + o 

« ^ 1 

收斂的必要且充分条件是級数 

QO 

2 log (1 + 〜） 

1 

的收斂. 

00 09 

例 1. 如果乏]〜与; si 〜 I 2 收敵，則 n ( 1 + 〜）收氟 

=1 « — 1 秣二 1 

由 

log (1 + a n ) = a n ^r 0{\a n \ 2 ) 


可以推出这結果. 

例2.如果2〜，2 …，2 n s 卜都收敛，則 n “ + *") 收斂 • 

*1=1 U — 1 W — t ” 

oo 06 CO 

例 3. 若〜为 实数且艺〜收斂，則当 ^ 4 收斂时，乘积 U (1 + A ) 收斂，而当 

« 1 »= 1 你 

s ^ 发散时 ， n “发散于零. 

n s= 1 n=s 1 

由 

log (1 + a n ^) = a n — 4/2 十 o (^) 


可以推出这結果.由此可知，乘积 


1 




1 



3 



1 



4 


发散于零. 


00 


例 4 . n 

»=1 

但另一方面，由 


1 + 




00 


1十~) ? 故乘积 II 


1 + 


收鉸. 


1 



1 




e 




可知， 

6 n = tg -1 丄=丄 + O \ 

n n \ n / 


因此乘积 

发散. 



習題1.命 




+1 




in + 1) 




• 77 * 



oo 


Oft 


oo 


則乘积 n u + o 收斂，但 s 〜与 s a 都发散. 


oo 


oo 


eo 


oo 


習題 2 , 若 s ki 2 收斂，則； n ( i - 收斂;若 ; e i 〜 i 3 收敛，則 n (1 一 

«— f «»= 1 o=l n 二 1 

收敵. 


習題 3* 試求 


OO 


I 


習題 L 試求 


的鼠 


n 


II 


§12. 无穷乘积的一致收斂 


如果貫 

n 

PXO = IJ (1 + U m M ) , n = 1,2,3,* ** 

m^= 1 

—致收斂幷且极限永不为零，則我們称这无穷乘积 


JJ [1 + U n {x)] 

n^i 

—致收敛， 

最簡单的判別法是 

oo oa 

定理 1. 如果^ \ u n M \ 在某一域內一致收斂，且％ O ) 今一 1，則乘积 U (1 + 
t 1 «»«1 

«„(;)) 也在該域內一致收斂. 

証明幷无新原則，只須注意 “一致”性.命 m 为 



在这域中的上界，則 

[1+1 U X {x) 1 】… [ 1 + | u n Cx) I ] < < 


命 



M 

勢 


P»0) = n + l«rnO) U, 

m 二 1 

則 

PXx^) — — [1 + (WlOO n … [1 + I « n _i(ar) I ] I u n Cx^) I < e M y u n (x) | # 

oo 

^ 2 [ P 乂 *) 一 Pn ^ lM ) 一致收敛.于是与定理 13.9.1 同样地得出結果. 

If = 1 

例 1. 当 kl <1时 
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(1 + (1 + 尤 2 )(1 + x 4 ) • * * (l + x zn X ) * - 


* t= 


1 


X 


由 


(1 — x)P n = 1 一尤沪 —1 (71 —> oo) 


卽得 所証. 将等式左右双方都展成 X 的冪級数，卽可証明任一正整数可用二进位唯一地 
表出来. 

例 2. 当 | at | < 1时， 


(1 + x)(l + x 2 )(l + X 3 ) - 


• • — 


(1 — x) (l — X 3 ) Cl — x 5 ) • • •• 


可由左边等于 


— X 2 1 — 1 




X 


6 


1 — X 1 - X 2 1 — x 3 


推出之. 


例3，当¥ 0时，由 


可知 


2nsin ^ cos ^ cos _^ 


2 n 


2 n 


cos 


9 

2 


* 


sin (p 


oo 


I I COS 

2 n 


— sin cp 


<P 


7Z 


取 = f ，卽得 


2 7C 7t 7V 

— =cos — • COS — • • • COS —— 

兀 4 8 2 n 


* 


由于 


cos 


7T 


4 



COS 


8 


4 

1 I —— 

2 2 


cos 


It 


4 


2 


2 


等等，故得 Vieta 公式 


2 


7 t 



2 



+ 


2 V 2 


2 



2\ 2 



2 V 2 


oo 


例 4. P : 


( — ir 


n 


n 


X 


当时絕对收斂，当丄 <； r < l 时条件 收斂； 当 


2 


+时，发散于零. 

▲ 

例 5. 


oo 


sm 7VX — 7ZX 


n 


oo 


>； 


n 


n 


2 




COS 7VX 


II 


4x 


2 


n 


由于 

得 


(jin — 1) 


i 




cos z nr t sin 


in 2) 


m 


cosmz + * sin mz , 


sin mz ^ m cos m ^ x z sin z - — ~~ 1)( 




m 




cos m ^ s z sin 3 z 


_ 
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以 = 277 + 1 代入，幷注意 COS 2 々 2 — (1 一 sijl 2 2 T )々， 故得 


sin i ^2 n 1)^ = sin z * P ( sin 2 sr ) ， 


此处 ru ) 是 《 的 《 次多項式，命其根为仏，《 2 , 


9 


u y 


則 


P C«) = Z ( 1 


-!) 

w〆 


m m m 



若 Z 滿足 


sin z 与0， sin (2 n + l)ar = 0, 


則 dn 2 *: 就是 = 0 的根.故得 


u \ = sin 4 


2 n 


冗 . 2 In 

-一， u 2 = sin - 


_ 


nn 


In + 1 




u n — sin 


2 ;i 十 1 


又可知 


A- P(0) = lim Sin C2w + ° g = + 1 ， 

sin z 


故 


sin {2 n l ): = (2/? 十 1) sin : 


1 


sin 2 


z 


sin 


2 


7Z 


2 n + 1 


1 - 


sin 2 z 


sin 


2 


nn 


In + 1 J 


命 


x 


z 


2 n 


刖 


sin r 


(2 n ^ 1 ^ si 


x 


sm 


2 n 


x 


sin 


2 


1 


2 n + 


sin 


2 


it 




2/2 + 1」 


X 


sin 


1 


2 n H ~ 


sin - 


nn 


2/> 十 


假定 x 0^ ± Ttj ± • • • ，則 sin ^ 0 # 将上式改写成 


sin x 


U ^ n ) V { ^ 


此处 


K 


U \ n) - (2 n 4- l)si 


X 


sm 


2?j + 1 


sm 


2 


X 


1 


In + 


sin 2 


71 


In 


鲁 


sin 


2 


X 


1 


! I - 


2 n + 


sm 


2 


々丌 




V 


V Kn 


k 


■ 


sin 


2 


x 




1 


2/2+1 


2 ( 々 + 1 ) 兀 
2//+1 


sin 


x 


sin 


1 


2n + 1 




sin 2 


nrz 


In + 1 


固定々，命 《 — oo . 則得 


U k 


lim U \ 

o —CO 


k 


X 1 


-5( 


1 


X 


2 


4^ 


1 


x 


2 


m ■ ■ ■■■_■_ 


々 V 


因此极限 




存在. 


n - >oo 


現在考硏究 b 当0<屮<1时，有 


2 


w 


80 & 



2 


<p <C sin tp <Z <p. 


故得 


sin 2 ——-— < 


x 


2 


2^ H - 1 {in 4* l ) 2 ’ 


sm h - - > 


4 




因此 


2" + 1 tt 2 (2« + l) 2 


U =-々 + 1， …， 


此处 


l >^ ( / ) > (l - 


x 


2 


4(々 + l ) 2 - 


1 


X 


4 /j 



> 匕 


00 


命 00 ， 得 


因为 


故得 


v , 


n 

*= 々 + 


X 


2 


4厶: 





UmV 


k 


于是 


晕 


sin x 


如 / 

^ n ( 

«=： 1 \ 



因此 


COS A ： 


sin 2 x 
2 sin x 


2x n 


4 ,r 

/ Tv . 


2x II 


l - 


x 


2 


nu 




On - l ) V / # 


k 


々 V 


_ 


Sin TCX = 7tx 


習题 1 


參 


n 


1 


X 


n 


T 


J COS TCX 


n 


4 x 


2 


n 


( 2 » — xyj 


髻 


x> 


習題 2. 


sh x ^ x J 



ch ^ = n 


+ 


X 


2 




2 n — 1 

2 


7C 


§13. 带参数的积分 

我們現在把一致收斂的槪念推广到积分上. 

假定 / O , y ) 在方条 

“ T < 00 ， CC ^ y j3 

上定义，且对任一固定的 y ， 积分 





冶 （ y ) 




f y^)dx 


CD 


恆存在. 


定义.如果任給 s > 0,我們可以找到依于 s 但不依千 y 的使当 y > 々时， 


l < Ky ) 




[ fix, y)dx\ 


< e 


則积分 （1) 称为一致收敬. 


与以往相仿，我們有一批 定理: 


定理 L 如果有函数 gOO 存在，使 


l / C ^, y ) I ^ 公00 及 


-00 


a 


g (^ x")dx <00, 


則积分 （1) 一致收斂. 




定理2 ( Dirichlet ). 如果杏 O , y ) 有連續偏微商又当 : c 

Ox 

調递降（对于固定的 y )， 幷且关于 y —致地趋向于零.命 


00 时，<#>(^， y ) 单 


FO , y ) 




X 

/( ，， y)dt 


a 


若 I F 丨小于一个与 x ， y 都无关的常数 M ，則积分 


i 4>( 工， y)f{x y y)dx 


一致收敛. 


証.分部积分得 


(*Kx ， y)/C^5 y)dx == 4>(x 、 y)F(A ：， y) — <j>(x\ yW ， y) 


f) 〜， 


y)dx m 


已积出的部分当 x ， 〆 充分大时小于任何給定的 e . 又因 


d 4> 

67 


> 0 




及 \ F(xj y ) | 小于 M ，所以 





尤， y^)dx 


< M 



66 

_ I _ 

dx 


dx = M[<f>{x ^ y) — 4>ix ， y )]， 


15 当 h ，充分大时也小于 e ， 所以积分一致收斂. 


定理3 ( Abel ). 若积分 


/(Jt: ， y")dx 




对于< J 3 —致收斂 ，杏 U ， y ) 为 a 的单調函数（对千固定的 y )， 它 有連續偏微商 
_，且一致有界（卽存在常数使 0 U ， y ) < L 对适合 x > 的一切 U ， y ) 

ox 

都成立），則 
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•ii-|ih ； 'N-r ► - - ■■ i_: 


_ |. -f ••ii ： i.i| I 



—致收斂. 



f(x ， y)9(x， y)^x 


这定理的証明不难，讀者試自証之， 

与上衙相类似，我們还可以定义另一种瑕积分的一致收敛. 

假定 f { x , y ) 在 《 < AT < 办 （ 或 a < X < b) ， c ^ y ^ d 上 定义， 且对名 y < d 中 
的任何 y ，积分 

n 

I 代艽， y)dx 


恆存在;若对任何 s > 0,存在仅依于 s 而不依于 y 的^ > 0使 



fix ， y)^ 


7 


< s 


或 


(1 + 々 


Kh y ) d ^ I < e 


a 


則称积分 （2) 是一致收斂的. 


我們也有类似于上面关于判別一致收斂的定理. 

附記.可以将上面的定义及定理条件中的 a < y < : P 換为某一实数集合, 
例 L 积分 


/( y ) 


O 0 



ye 


xy dx 


在 0 < y < i 中不一致收敵. 


因为 


'ob 


A 


ye~ xy dx 


e 


dt 


e 


yd 


(y — 0) ， 


所以 Uy ) 不一致收敛 
例 2. 积分 


1 sin (1 — 

0 (1 — x^) y 


dx 


在 y <外（ < 2) 中一致收斂，但在 y <2 中幷不一致收敛, 
当 y ^ y 0 (<2) 时，对于 e > 0,可取7 > 0使 


f 2 ^yo 


2 — y Q 


< e 




故 


sin (1 — X s ) 

v (1 — x) y 


dx 




I 


v 


（1 — x ) y o ^ 1 


dx 


n 


■Vo 


o z y o' 


2 


< B 


4 


yo 


故积分在 W <2 中一致收斂，但对 y <2,可取 7 适当小 ，使当 1 < i 时 


gin (l — x) 
1 — x 


> 


2 




故 



sin (l 一 x ) 


- 1 ? (1 — x ^) 


dx 


y 


> 


2 



V 


2—y 


2 2 — y 


00 ( 当 


y 


2 ). 


故在 y <2 中 3 积分不一致收斂. 
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例 3. 証明积分 



x sin px 


a 2 + x 


2 


dx 


(a > 0) 


在 i 3 > 氏（ > 0) 中一致收敛. 
当时， 


f： 


sin fix dx 


1 一 cos 

3 


< 


2 




Ba 


而 — 2 —— 2 与 0 无关，当 r > ce 时单調減少，且当 r — oo 时趋于零.故由定理2可知 

a + x l 



在芦> 0。> 0) 中一致收斂. 

定理 4. 假定 /( hy ) 在长方形 

a ^ x ^ b, a ^ y ^ 3 

中連續，則在 U ， jB ] 中， 

^(y) = J fix, y)dx 

是 y 的連續函数 } 換言之，如果 yu < J 3, 則 

lim cp{y) = lim f /(at, y)dx = ( f(x, y Q )dx, 
y-+yo v-*yo J ^ J a 

証.由 

4>(y + 々） 一 4»(y) = |^{/(^, y + 々） 一 f(jc, y)}dx^ 

給了 s >0, 由一致連續性，我們能选収々。，使当丨刎 <知时，对所有的 x ， y , 

1/(^, y + 々） 一 fix, y) I < e, 

故 

十々） 一 ^>Cy) I < s( 办 一 a). 

卽得定理. 

例 4. I 不用求出下面的积分 

{ arctg — dx , \ log (at 2 -h y 2 )dx 9 

o 1 V Jo 


便可看出它們是 y 的連續函数 { y > a >0) % 

定理 5. 若 Kt y ) 在 

x ^ y ^ c 

中連續.設 y Q > ^ ( yd 可以为00)，假設 Kx ， y ) 于 y — ya 时在 . r 的任何有限区間中一致 
趋于某可积函数？>00,又 

IW ) ^ ( / C ^ 5 y)^x 

在 y 中一致收斂，則 
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IIm f ( y ) 
y—yo 


'00 


c 


(p(x)d 


X 


鉦.绝于 /( y ) 的一致收斂性及？ )0) 的可积性，对任何0,可取； V 充分大，使 


! JN 


代 x ， y)dx I < — (y > c) 


{ (p Cx")dx 

N 


< 


e 






又因在区間 [、 AM 中， / U ， y ) —致趋于9>00,故存在 <5,使当卜一 y Q !<3 时 C 若 
則存在 M ， 使当 y > 从时）， 




i/U，y) — <pM \ < 


e 


(A? — a) 


于是 


1( f ( 欠， y^dx — \ ( p ( jc)dx 

! J c J a 


< 


6 


3 


(ly — vcl <5 或 y > W )* 


因此当 |y — yoI < 办 （ 或 y > M ) 时， 


i oo roo 

/( 欠， y^dx — j cp^x^dx 


< s 




定理証完. 


注意，当 y 。 为一有限数时， fU , y ) 趋于900的一致性条件可以略去，而在証明中， 


可用 fix , y ) 的一致連續性代替. 


14. 积分号下求微分 


定理 1. 如果 


y ) 


dy 


在这 — ？7< y < yo +?；(7>0) 上連續，則 


d 


dy 


b 


a 


/U ， y)dx) 


y - y 0 



a 


df 

dy 


dx ). ’ 


証.命 


< Ky ) 




Kh y ) dx , g ( x ， y )= 导 

众 oy 


則 




yo 


々） —<Kyo) 


b 


k 


[ K ^， 


yo 


々） 一 f { x , yo ) ]dx 


a 


J: 办， 


y « 


0!()dX 9 0 < 0 < 1 


« 


由于 Ka y ) 是一致連續，所以 


lim [ gixj y 0 + 0 ^)dx = f g { x ^ yo ) dx 0 

J a J a 


定理么如果 
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4 


K 尤， y )，^ 

dy 

在尤>这， y 0 — 7 ^ y ^ y 0 + 7 中連續，又若积分 


oo 


a 


f dx 


收斂，幷且 



df 

dy 


dx 


在 l y 。 一 37 ， y 。+ 中一 ^ 致收敵，則在 y = y 。 处 


d 


dy 


a 


f{x jV )dx — [ ^~dx 9 

J <* oy 


証.命 


+ 


f(x y y)dx = u n {y) y 


則 


00 


a 


/U ， y )dx = 2 〜（ y). 


由定理 1 可知 


df , 


vf 


0/ 

6 y 


dx 




ja oy n ^\ + ay 

及数的一致收斂性，可得以上的結論. 

^T-*_r I . . . \.I ^ w a rt I 


Sf-p 冲 = 

«= 1 dy n 二 1 dy 


例如，当 y > 0 时， 

f arctg— dx 

Jo 


dy 


y 



x 


0 


D y arctg —— dx 

Af 




y 



xdx 


^t^7 = 7 1 ^tT 


v 


( log C 欠 2 + y 2 )dx = f D y log (^f 2 + y 2 ) dx 
dy J 0 Jo 




2 y 


x 2 + y 2 


dx — 2 arctg 


这些結果也可以通过直接計算积分 


hCy ) 



x 


arctg —— dx ~ arctg 


y 


V 


2 


y log 


y 


2 


1 + y 2 . 


j 2 ( y ) = \ log { x 2 + y 2 )A = log (1 十 y 2 ) — 2 + 2y arctg —， 

o y 


然后对 y 取微商而得. 

当> = 0 时，定理的条件不能 滿足； 另一方面，当 y — 0知 


My ) — h (0) = 丄 log y 2 

y 2 1 + y 2 


arctg y 

y 


00 


y 


所以在 y = 0 处，不存在有限微商.又当 y — 0时， 

h(y) — ^ 2 ( 0 ) — log (1 + y 2 ) 


y 


y 


2 arctg 


7 C 


y 


5 


卽 7；(0) = ^ 但被积函数对 y 的微商在 y = o 处等于零，所以积分也等于 0 . 


确, 


y 


定理不正 
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§15. 积分号下求积分 


定理 1. 如果函数 fO ， y) 在矩形 

a 《 x 4 b ， c y ^ d 

上連續，則 

ld ，( x ， y ^ dx ) dy = J a (] e K^? yVy) 办. 

ft, 我們証明更普遍一些的公式.如果 e 7 < 之則 

! (j /(x:, y)dx^dy = f{x 9 y)dy^dx. ⑴ 

上式的左方和右方都是参数 7 的两个函数.我們現在計算它們对7的微商. 

左方外层积分具有被积函数 

/( y ) = [f(.x^ y)dx, 

由定理 13.4, 它是 y 的連續函数 ，所 以左方对上限的微商就等于 

，(夕 ） = V 、 dx * 

(1) 式右方积分就是 

v ^ dx -> 中(尤，歹 ） = j c /( 尤， y ) 仏 

函数 <pOr， 7 )适合于定埋 14M 的条件，因由定理 13.4 可知，90, 7) 是 T 的連續函 
数.再取微商得 

(p f ^(x, rf) == f{x, rf) 9 

把屮 7) 看成二元函数，它是連續的，所以得出 

^ Cb ffr Cb 

—I <p(x, rf)dx =- \ (p^(x, r{)dx = l f(x, rf)dx == 
dr} J a J « J a 


所以如果把 （〗） 式的左方与右方都看成？的函数，那末它們有相等的微商.因此，它 
們仅相差一个常数.但当7 ^时，左、右方都等于0,因而 （1) 式对所有的？恆成立. 

例 1. 命 f { x s y ) — x y , 当 a y ^ d {0 <. a <. (?) 时定理的条件适合, 

所以 

fft n P f 6 

\ dy \ x y dx ~ I dx \ x y dy % 

J a Jo JO ) a 


由左方容易得出 


而右方等于 





因此得到 



log 


fl dx=log L±A t 


倒 2 . 函数 


f(x, y ) = 



U 2 + /) 


在矩形上不适合定理的条件，因为 


0, y = 0是一間断点，我 


們有 


0 


fdx 


X 


y 


+ y J 


( y > o ). 


1 ri 

dy \ 

0 Jo 


f dx arctg y 


l 


■ 


4 


但另一方面， 


1 n 

dx \ f dy 
o Jo 


4 


定理 2. 若 fO , y ) 在 


> a ， ^ y 


上連續，又若积分 


Iiy) 




( fix, y)d. 


在 c < y < J 上一致收斂，則 


J d foo foo ， frf 

c d y\ a f 〔 x ， y) dx ^ \ a dx \j^ Xj y ) 办 . 


証.对于任何由定理1可知 


d 


dy 


G 


j a y )^ 


記 


FU , y ) 




=(dx j /U, y)dy m 

J /C^ 5 y 


則当 J — 00 时， F ^ A , y ) 在 c < y < i —致收敵于 Ky ). 故由定理 13.5 可知 


lim 



P^y y)^y = [dy f(x, y)dx 9 


故得定理. 


定理 3. 若 /O , y ) 在 


> a ， y ^ 


上連續，幷且积分 


\ Kx, y)dx 


与 


Oo 


c 


fix ， y)dy 


分別在 y > c ^ x ^ a 的任意有限区間上一致 收斂; 若 
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00 


dy I 办与 


(JO 


dx l |/(x ? y)\dy 


a 


a 


c 


中至少有一个存在，則 



dy 


J / ( 怎， y) J 尤 






a 


dx \ fCx^ y)dy 


c 


都存在,幷且相等，也卽 



oo 


dx I f(^x^ y^)dy 


c 


00 t oo 

dy \ K 丈， yV 々 

c j a 


鉦，不妨假定 


(dx j l / C ^ r , y ) \dy 


存在.由于 


K ，， y)dx 




在 y 的任何有穷区間上一致收斂，故由定理 2 可知，对任何 c > G 有 


又因 


C 


c 


dy 


f oo 

j Kx ， y)dx 

[ K 尤， y)^y 


oo 


a 


dx 


j c f(x, y)dy % 


OO 


^ l 1/(^5 y ) I 办， 


€ 


命 F ( x ，<7) 二 
理 13.1 可知 


j{x^ y)dy^ g{x) = f \f{ Xj y ) Uy , 由假設則有 f g{x)dx< 

c JC 7 ^ 


* 


a 


oo tc 

dx \ /(x ， y)dy 


a 


€ 


对于 Or 一致收斂.于是由定理 13.5 可知 




dy 


c 


\ Kx 9 y)d. 


c 


foo f 06 

lim \ dx \ /O, y)dy = 1 dx\ /(jt ， y)iy. 

o J c J a j c 


定理証完. 


定理 4. 若 /(h y ) 是 

中的非負連續函数;若 

/(*) = 




y 


> 


oo 


c 


/0， y)dy 与 / jCy ) 


f /(^? y ')^ 


都是連續函数，那未在下面两个二重积分 

>o f oo 

I fC ^ y y ) d；y 与 


a 


c 



dy 


J o f(x, y)d. 


中有一个存在时，另一个也存在，而且二者相等, 
在証明以前先証明 


00 


定理5 ( Dini ). 若 《”00 (n = 1，2,…）及 fO ) = 2 "«00都是 U ， 办] 




的連績面数，則;2 〜 (旬在[〃， H 上一致收斂 • 


故由定 


上非負 
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証.級数的佘式 


O 0 


<PnM 


2 = fOO — fnM 


k 


是两个連續函数之差，故仍为連續函数.由于 aO ) > 0 U = 1，2, •••），故 


<PlM > 92 ( a ；) > 


* • • 


> <PnM ^ 


■ 


固定 A 由于級数的收斂性，故 


— 0 




倘級数非一致收斂，則对某一 s > 0,存在〜，使 

(尤 n ) > 

由 Bolzano-Weierstrass 定理可知，在 { x n } 中可以找出一个子貫，以 U， 糾上一点 x 0 


为极限.故 


当;^ > m 时 


因此 


々->00 




) = 7> m (^ o ). 


故 


Hrn<p m (^„.) = < p m { x Q ) > e. 


lim(p m (^ 0 ) ^ e. 


由此得到矛盾，故得定理, 


定理4的証明.取 （ y„} 为递增且趋向于00的貫，命 


Fix y y n ) 




則 


|:/C: ， yVy ， 


00 


TM = F ( x , y t ) + 2 {FO, y”） 一 F ( x , 


由定理 5 可知， rO) 在： c > a 中的任何有限区間上一致收斂.同理可知， A(y) 在 y > 
中的任何有限区間上一致收斂.故由定理3得定理 4. , 

例 3. 在§ 3中已經算出 Dirichlet 积分 • 


sm x 


dx 


0 x 


2 


現在再用另一方法証明之. 
考虑 


oo 


0 




sm ax 


X 


dx (a > 0, 々 > 0). 


因为 



一々 r 


cos ax dx = 



当 0 > 0 时一致收斂，故由定理14-2,对于《 ：> 0, 
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il 

da 


2 I uz 




因此 


3 — arctg 


c 




当 = 0 时， J =0， 故得 


/ 


arctg—. 




由 Abel 定理（定理 13.3) 可知，当々>0时 ， J 一致收敛.故由定理 13.5 得到 


lim J 

々40+ 


( oo * 

sin 

o x 


ax 


dx = lim arctg 


n 

2 


特別取 


1 ，就得到 


例 4* 求 


作代換 x = “/，則 


Jo 


sin x , ^ 

- ax ~ —' 

X 2 


J 


00 


0 


dx m 


J ~ u\ gT 》》 dt. 


各边都乘以 〆 du 幷积分之，則得 


由于 


及 


J 


du — J 2 


0 


00 « 

e ” u du \ € 

0 Jo 




oo 


0 


㈣ 


oo 


0 


e 


一 


du 


2 1 +犮 


2 


前者是《的連纘函数，而后者是 < 的連續函数，故由定理4可知, 


J 2 



dt 


,— (1 十 / 2 )“. 


du 


1 


dt 


o 




x 


4 




因此 



e~ x dx ~ 

o 2 


7 f 


倒 5. 求 


y 



cos 0 ， 
+ . 


dXj 




( a > i 3> o ) 


o a 2 -f x 2 


当卩 > J 3 0 > 0 时， = 是一致收斂的，故 


dP 


a 


因为 


i. 


• Q1 


# 


/ 




I 



sin 


x 


dx (jB>0 )， 


所以 


dv 


2 


sin 已 x 


雖 2 


x{a 2 + x 2 ) 


dx. 


現在又能在积分号下取微商了，故得 


d 2 y 


00 


COS 


= a 2 l —^^dx 

dff Jo a 2 + 


.2 


V * 


因此 

由于 


y = C { e 




C ? e 




# 


lyl 


dx 


0 a 2 + x z 


% 

2a 


故必須 Cl == 0,否則命 JB — 将得出矛盾，又当 — 0 时，可在积分号下取极限，于是 


得出 C 2 


2a 


. 故得 


y 


2a 


e 


—ap 


， 


Z 


dy 


It 


m <X 0 




oc 


例6，求 Fresnel 积分 \ sin x z dx ^ \ cos x 2 dx % 


o 


o 


命 x 2 = / ，則 


sin x 2 dx —- 

o 2 


1 \°° sin t 



dt 




t 


由于 


2 


故 



t 



7 t 


oc 


0 


e 


l (U' 


du ， 


sin t 


kt dt 


2 


oo 


00 


0 




7V 


sin tdt 

0 Jo 


du 9 


由定理 3 可知，上面的积分可以交換，故 


sin t — bt 、 2 


00 


oo 


0 



e 


— kt dt 



du \ e^ (k ^ a )f sin t dt 
0 Jo 


2 



TV 



du 


+ (々 + u 2 Y 


由 Abel 定理，左方的积分关于 0 —致收斂，故可在积分号下令 0 而取极限，又 
对右方的积分，也能在积分号下取极限，于是得到 


sm t 


o 



dt 


2 


du 


2 


兀 



7 T 


1 + 


V » 



所以 


co 


n 


sin x 1 dx = — 

o 2 V 2 


同法可得 
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cos x 2 dx 






§16. 上下限依于参变数的积分 

定理1。仍假定 fOc，y ) 在 

a x b y c y d 

上連續，幷且假定 

x c«(y ) ， x = jB(y) ， (^ < y < 

是二条連續曲綫，幷且0 < a(y) ( b , a < jB(y) < 則积分 

$ P(y) 

fU ， y)dx 

at y) 


是在 U，W 上的 y 的連續面数. 

这定理看来复杂，但已无实貭上的困难.我們取一个特殊値 y = y fl ， 則积分可以分为 


，部 分: 


fj3(yo) fj3(y) 

^(y) = j /( 尤， y)^x + \ f(x ， y)dx 




(yo) 


^Cyo) 


(yo) 


Kx ， y)dx. 


第一个积分，由于它的上下限都是常数，所以可知 


r 

lim I f 、 x ， y^)dx 
y-*ya J a Cyo) 


p(y(0 




K 欠， yo)^ x . 


又由 


及 



/?cy) 


myo> 


f ( 尤， y)dx ^ M| 芦 （ y) — 0(y o )i 


{y) 


^ (yo> 


/(X ， y)dx ^ M'|a(y) — a(y 0 ) I 9 


此处 M = max|/(r，y) I ， 由 a(y) 与 j3(y) 的連續性可知，当 y — yt? 时，这两积分趋于0, 
定理証毕. 

定理 2. 仍有定理 1 的假定，且假定有連續偏微商 fy{x , y) ,又設微商 a'(y) 与 #(y) 
都存&，則积分 /(y) 的微商等于 


iXy) 


my) 




(y) 


/i (欠， y)h + 0’(y) ./[iS(y) ， y] — «'(y)f[a(y) ， yh 


仍如定理 1 的証明方法，对于第一个积分有 

/ j f3tyo) 

— I /(x, y)dx 
ay J a Cy^>) / v=yu 


l fyix, y o )dx 0 
J a (yo) 


另一方面，由中値定理我們有 


& (y) 


^ >yV ^ g(v ) , -： 3(vn) Ki y)% 

y 一 yo ⑽ y — y 0 

此处 5 是 iB(y ) 与 Kva ) 之間的一个数値.因此当 y — 外时，这积分趋于 


r 




P’（yo)f [芦 (y。），yo]. 
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另一項也容易得^出. 


§ 17•重 貫 


有两个自然数做足碼的数貫 


1，2，“*，打=1,2, 


• • ■ 


称为重貫, 


如果有一数量 /存在 ，它有次之性貭，就称它为重貫的 极限： 給了任意 e >0, 有一 
个正整数 iV 存在，使当 w ；> N，n W 时 


用符号 


— A \ < e # 


lim a 


来代表它，或者称为重贯 

定理 1. 假定 1) 


m%n 


收斂于4与积分的方法相同，我們可以証明 


II m 


存在， 2) 


P n = lima 


也存在，則得 


lim P n = lim (II 


n ) = lima 


ftm 


如果 3) 


Qtn = lim 


也存在，則两个求极限的手續可以交換，卽 

lim (lim a m ， n ' 




定理 2. 如果对固定的《， 


是 w 的一个递增貫，又对固定的 


mn 


是乃的一个 


递士曾貫，則 


lim 


lim lim a 


Hm lim 


或存在或都等于 00 . 

習題 1. 試尽量多地把貫的性貭推广到重質. 

§ 18.二重級数 


給定由两个自然数足碼决定的无穷数集 


1, 2, 3, 


我們可以想象它們是排成无穷矩 陣的: 


^11? ^12? ^13 


^21? a ll 
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5 


把这些数量加在一起就是二重級数，問題在于如何把这一枇数量加起来, 
首先进入我們考虑的是一行一行地加起来 ，然后 再总加起来，也就是 


OO p 00 

m —X L n = I 

另一方法是一刻一列地加起来，然后苒总加 起来: 


Od p OO 

s s 


1 


1 


这两神加法結果是否相等.不但如此，还可以有象 



这样的三角求和法，也可以有象 





#n 2 +n 2 <W 2 




limT w 



这样的圓求和法. 

求和方法很多，所得結果是否相同？从后面例4、例5可以看到，它們未必相同.但 

在最簡单的情形，卽 a mtn > 0 的情形中，我們有以下的 

定理 1. 对于正項二重級数，各神求和法的結果郡一样.也卽或者有有限和，由任 

■ ■ 

何方法所得出的結果都相同，或者按各种求和方法都得到 + O 0 的結果. 

証.我們将依次考虑各种可能性 . 用 O ,《) 表示第一象限中的整点（坐标都是整 
数的点).用厶 P(p = 1，2， ） 表示一列具有以下性貭的有限域： Ap C A . p + 1 , 也卽前 

t 

一域都套在后一域中，又第一象限中的任一整点必属于某一 A f . 将足标属于的詻項 
之和記为 >]. 

从级数中任意选出有限多項，幷作它們 的和： 


所有这种和数成一数集，它或者有有限的上确界 G ， 或者无界.在前一种情形中，显然 

厶 p 


对全体 f 都成立;但另一方面，必有一有限和> G — s ， 但当 P 很大时，^含有此有限和 
的每一項 ，所以 ^ 

又因; s 非減，所以 


4 
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lim = G. 


这也就是說，按这种特殊方法求和，級数是收斂的，幷且它的和就等于 G . 在这神情形中, 
称重級数为收斂 ，显然 ，它与的选择无关. 


在后一种情形中，对于任給的正数《，必有有限和 


a 


a 


彷 3] 






所以存在 A , 使当$>内时 


2>义 


因此 


s 




在此情形中，称重級数为发散，幷且它也与 Ap 的选取无关. 

所以如果求和方法仅限于有限部分和的話，那末定理已經証明.但是我們的定理应 
当包含容許无限部分和的求和方法，所以还須継續証明. 

先假定 重級数收斂.用 Z ? 表一区域，它可能有限也可能无限.当 （ m ， n ) 属于 D 时， 


命〜， 


m* n 


，否則命〜显然，当 y „收斂时，乂 b m 、 n 也收斂.記 


E = E 




o 


D 


幷以此作为左方的定义，則显然有 


2<乂 


D 


現在命= 1， 2 , • • •） 为任意一列具有的特征性貭的域，但現在珥容許为 


无限域，則有 


E ❹. 


另一方面，与前面相同地可以証 明：存在九， 使当内时， 


因此 


r 

l im 2-/ 




最后若簠級数发散，則或者有一 p ， 使乏]发散，对此情形，定理 已得； 或者对一切 p ， 


D 


2郤收斂，对此情形，又与前面同样可以証明，对于充分大的 


2 > H ， 


此处 H 为任意給定的正数.所以 
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s 


oo 


» 


于是定理得証. 

最有用的特例是 

定理 2. 如果 


m，n 


> 0,則 


CO 


00 




V V 




( 1 > 


此式的意 义是： 如果等式 （1) 的一方收斂，則另一方也收斂，幷且二者相等.我們将另外 
給它二个証明. 

証明一.不妨假設 （1) 式左方收斂.这意味着 


A 


m 


、饥 =1 ， 2 


OO 


• _ 


) 及 A ^ ^ 


m 


m 


都收斂.于是因力 


tn 


< A m , 所以 


oo 


M 


少 j 仅 m ， 


也都收斂，因为 


oo 






w •— 

2 S 






而左方是 W 的单調增加貫，因此 （1) 式右方收斂，幷且不大于 A . 

現在重复上面的証明，但将《互換，我們又得到 （1) 式左方不大于右方.联合这 
两結果，便得定理. 、 


証明二.仍旧假設 （1) 式左方收斂.因为 


N 


S 2 






^nu n 


所以我們需要証明 


N 


lim 2 2 


m 


S E 


为此，我們又只需証明 


記 u m { N ) 




2 


oo oo 

2 E 

«w= 1 l» =W+ 1 


m 


-—— > 


0 ， （ A/ — co) # 


( 2 > 


oc 


則因 0 < u m { N ) < 而乏] A 收斂，所以 （2) 的左方关于况 


: N + I 


一致收敵.于是由定理 4.2 得到 


oo 


<30 


CO 


卜2 S 


2 J - Z 




0 




: N + 


A 4 


定理証举. 


对于能取正、負値的 


m* n 


，（1)式有时成立，有时不成立.对此情形，在需要証明它 
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成立时，我們往往象証明（二）那样，把問題先化成 （2) 的証明，然后再用各种特殊方法証 
明它成立. 


定理 3 . 設 0 < 〜 ,„< 1 „ ，又 2 \.„ 收斂， 則乏]〜也收斂. 




时收斂.今2 


从定理1的証明可以看到，正項重級数在它的有限部分和数的集合有有限上界 

,收斂，所以它的有限部分和数有上界，又因0 所以 


Yja m ， n 的有限部分和数也有上界，因此2 „收斂. 

下面再来討論„能取正、負値或复数値的重級数. 

定义. 如果 S 收斂，則称^ 为一絕对收斂級数. 


定理 4. 对于一个絕对收斂的重級数，各种求和方法所得的結果也都相同.或者 
說，絕对收斂的重級数必定收斂. 

証，我們只討論心^为实数的情形，对于、,„能取复数値的情形，讀者試自証明 

之. 

当> 0时，命 〜, a = fl ， = 0;而当〜< 0时，命〜.《 = 0, = 

一 于是我們有—，及 

0< 

n ^ I a m» n \ 9 ^ ^ n ^ I n j « 


由假定及定理 3 可見， Xa m … 都是收斂的正項重級数，而命 ce 与 j 3 分別为它 


們的和.于是采用定理1中的記号，可有 

n 1 a m ，” ^ : 3m，n ~^ ^ 

〜 〜 〜 

当厶 p 換成可以是无限域的仏时，上述关系仍旧滇确.但在此时，等式被取作左方的定 
义.显然，重級数的和 a - 0与及 Z ? P 的选取无关. 

m n 

定理 5. 命〜, > : 这 p ， q ， 如果 

P — 1 <1 = 1 

limy m ，” = x 

m -» e » 

n—too 

o? oo 

且 s a P “!， 乏都收斂，則 

q — i p= I 


例 1. 


收敛. 



当 a > 1， j 8> 1 吋， 


00 



倒 2. 当 a ：> 1 时 3 




收敛. 


由 


w 2 + n 2 > 2 mn 


及例1卽得. 


例3 (Epstein Q 函 数）. 命3〉0, b 2 C ac , 則当 a > 1 时， 


oo 


E 7-1— ~-- 

. 77 = 1 、am + 2bmn + cn 2 ^ 


收歛 


利用 


cim + 2 l?mn + cn 
m 2 + n 2 


2 


有极小値的性貭，可得結果. 

* 

例 4. 命 


a 


若 tn ~ n ^ \ («>1) 




m%n 


則 


1若 


m ~ n 




1 (/!> 2) 


0若不然， 


od oo 


oo 


ES^SS 


a 


m*n 


«i= 1 n == 


好 = 1 m 


倒 5. 若 m ， n > \ 及 


a 


m%n 


m 2 — n 2 


(若忉 —《)， a 


mn 


0( 若 


m 




n) 


則 


而 


oo 00 

S 2 

n= 1 i 


oo oo 


a 


m *n 


2 2、” ( 
m= 1 M = 1 \ 



(a u ) + {a u + “21) + C^13 十 222 + a 31 ) + 


0 


例 <5. 


oo oo 


SE 

m = 2 々 = 2 7YI 


s 


m^=. 2 


m 


2 


oo 




s 


m(jm — 1) 




1* 


例 7. 証明 


m 


oo oo 

2 2 

*n= —oo n^ss — iM 


(— 1 ) 


n 


oo oo 

2 2 




幷由此与 


m -r 一 ii m 卞 n 

2 八 2 


n 


m 


2 


X 


1 一 一 + 


■ 


5 


* • = arctg 1 




推出 


n 


4 



工丨丄 I JL 

I 2 3 2 5 2 




( 4 ) 


証.因为有正有負，所以等式 （ 3 ) 无法从前面的定理推出，而需特殊的証明. 
(3) 式左方显然等于(命 r^m + n ) 


2 


(-D 


m + 




I + n ) 
— 1)， 


2 2 f 2 

-1- 

13 5 


3 

2 


I ■_ • • •) 


16( 1 — — + — 
V 3 5 


又对每一 k # 0， 

oo 

S 7— 


(一 1)” 


所以如果（ 3 )式成立，則得 


Y 

■ ■ # # * I 




一 1)” 


s 


0, 


M ~r —w + « Hh — 


S 


m 二一 od 


ff 2 


m 


由此不难推出 （ 4 ) 式. 

对于任何 / V , 我們有 


丄， 

S S 


♦ T W-W 

S S ， 


ftt— — OO fl 


« = — N ftt 


所以我們只須証明当 ZV — oo 时，有 

00 ① oo 一 N— I 

S S -0, 2 2 -0. 

WJ — 一 oo 一 N \ ffi ; 一 oot/i =； — oo 

这里我們尽証明前一个和趋于0,另--个和趋于0的事实可同样証明之. 
当 m > ~N — 1 时，我們有 


0，2 2 —0. 


2 

« =N + 


iy 


< 


所以 


十？ / + — 372 + A ? + — 

2 2 


CO OO 0C» 

s z |< s 

AT- x W=AT+1 1 


< 


tn + — ( w + A / 




2 




十 


— N 

2 


iV 


S — 

—士 >/- j < m<N 1 


N 


2 

十 i 


m 
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它显然趋向于 a 又对任何我們有 


S 


(- IV 


2 


TV 


- Z 


— IV 


-N+ 1 


m 


(- S 


— l) r 


▲ V 

一 E 


- IY 


=( 一 1)〜一 2 


一 1)* 


所以 


N-2 


-N-2 


IT S 


(― 1) 


-N -2 


E E 


( _ 


* 


00 n 1 


右方前一項显然趋向亍0,而后一項可与前面同样处理，而証明它也趋于0,于是 （3) 式成 


立 * 


§ 1久級数的乘积 


^0 


^7 


5 知 + & + 匕 + 


秦 ## 


为二个級数，命 C 


a vbq = a^b n + a x i? n ^i + 


* « 争 


十 心 ％，称級数 




^0 


为这两級数的乘积. 


若级数2〜都絕对收斂，則乘积也絕对收斂，幷且它的和 C 也就 
是该二級数之和 a ， 6的乘积 

这可由上节結果立刻推出，因为重級数 D 〜屹絕对收斂，先依行加起，再依列加起 
的結果等于而 


^ 1 


h 




这也是一种求和方法，所以它的极限也是实际誹来，我們还有进一步的結果. 

定理 1. 如果 a a , 2 b », 2 Cn 各收斂于 a ， 則 e 从 
饉. 我們已知，当 k 丨 < i 时， 


S E ^ 


絕对收斂，所以 


2^ 


也絕对收斂.由于文％，宣>«,收敛，所以用 Abel 定理得到 


0 


0 


0 


㈣ 2 


a n r 


甲 . ■ I 

， lim 2] 占 〆 办 ， iim 2 = 2 
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級数乘法的定义幷不唯一，以上的一种称为 Cauchy 乘法, 


还有一神称为 DirkWet 乘法，定义 如次: 

“ = 2 a P b 。 


1，2 


也是可以証明如果 S ~都絕对收于〃，/ S 則 




也絕对收敵于 


Cauchy 乘法的定义导源于冪級数的乘法，而 Dirichlet 乘法的定义导源于 Dirichlet 級 


数: 


OO CPO 

S 这 n V ^ 

Zj ~ 


的乘法 


2 2 ^ = S f^s = 2 含 S 〜〜 

« — 1 沒 »)= 1 /W m* n — 1 V ^/ / = 1 » #»*m 二 / 


倒1 ( Lambert 級数).考虑級数 


900 


oo 

2 j 巧 7 




假定 


V 警 

S 


,n 


(i) 


当 0 < r < p ( < 1) 时收敵 ，則 Lambert 級数 （1) 也收槪 
因此 


oa 


= 2 〜 S # = S ^ 2 


a k 


分別取％ = 1 及 a 二々，則得 


St 

^ i JL 




2 j d M xi 


及 


OO 

y — 

I iij i 

*=】i 


kx K 


w w 

2 〆 打)？ ， 


此处 d ( n ) 表示 0 的因子个数 ，而 G 、 n 、 表示 《 的各个因子之和. 
例2•命 


<?( 欠，之） 




^ 0 . 


由 


«» / V 

S 7 

««二 n ' / 



\ 


41 


可知 
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m! 々！ 


oa 


2 


m 一々 




2 人乂咖 


n 


此处 


人 w 


—1)々 


v 

iTo klU^ n)\\2 


lK+n 


若 n ^ 0 9 


2 


-1)^ (x 


\ 


々！（々 + «)!、2 


) 2 々十 》 

， 


若 ^ < 0 




易見 


Ji(x) = (— l)V«W. 


函数 JnM 称为 Bessel 函数. 


例 3. 命 


oo 


fW = 2 “ 〆 ，咖） = 2 b mX m . 


是两个在 Ui < i 內絕对收斂的級数. 


由 


2 a „ b m x nm = 2] = 2 a n g ( yO ， 


取 


b m = 1, 卽得 


卽得 


fO ) 


ax 


1 —— ax 


， gM 


x 


1 — X 


子 axm 

1 _ a 


oo 


s 


X 


ffk -4 

ax n -\ 1 — x 


§20. 多变数的冪級数 


依变数 r ， y 的正整数冪次排列的形如 


co 


2 wV Cx y y 为复数或实数) 


，k 


⑴ 


的重級数，叫做两变数 r ， y 的冪級数.我們現在来討論重冪級数的收斂范围.收斂范围 
的硏究有很多地方不与单变数的相同，但仍有 


定理 L 如果在 


欠 0, y 


= yo 时級数收斂，則当 

W < I 尤。|， \y \ < |ya| 


时級数也收斂. 


証 . 由于重級数收斂，所以有一数 L 存在 ，使 

I “糾 SyJ I < 乙 . 

而如果 W < l^oU \ y \ < | y 0 |， 貝 1 J 

\aaxy^\ ^ I a^xi yj | 


X 

t 

m 

y_ 



yo 
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卽得 


J = 0 々二 0 



右边是收斂的，所以到定理. 

从迗儿也許有人会推測两变数的冪級数的收敵范围可能是 U*| <1?,, lyl < R 2t 送 
一猜測是錯誤的. 


定义. 如果是两个复数 AT，y 的区域，在其中各点上，冪級数 （1) 都收斂，而在其 
外各点上，重級数发散，在边界点上可能发散也可能收敵.这样的区域称为重級数 u) 的 
收敵范围. 

例 1* 級数 


2 xl y K 

的收斂范围是 M < 1， W < i. 

例 2. 


oo 

2 


x l y ^ 


无处不收斂. 

例3, 

oo 

> : x l y ^ — 1 + ；**.+ ar 2 + -h x m ~h ••• ~h xy -h x 2 y + X^y 

l>k 

+ • • ■ + x m y +•••-)- x 2 y 2 *4 - ac 3 y 3 H - • • • 

=(1 + x + x 1 + ".)[1 十 Afy 十 C ^ y ) 2 十 .• •] 


1 一' x 1 _ xy 

这級数的收斂范围是 k|<l， \ xy \< l m 


§21. 利用級数解隐函数 

我們再硏究隐函数的解出 問題: 假定 

F ( 尤， y) = 0 (1> 

的左方在 U。，y。） 点的一邻域內能依 at —知与 y _外的冪次展成为絕对收斂級数，幷假 
定其常数項= 0,而 y — y。 項的系数不为0,这两条件相当于 F(^ o ,y 0 ) = O, Fy(^o 5 yo) ^ 0. 
于是被方程 （1) 所确定了的函数 y = y ( x ) 也能在 ^- at 0 的某一邻域內展成为 x ~ x o m 
篡級氣 

証. 幷不失去普遍性，我們可以假定 AT 0 - y 0 - 0. 由于冪級数中 y 的系数妾0,所 

以方程 （1) 可以改写成为 

) ^ 

y = ( 1 0 欠 十 C20X + CliXy + -f ^30^^ + c n x 2 y + c u xy 2 + ㈣ 3 + (2> 

我們所寻求的是找出 
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使其适合于 （2). 


y = a\X + a 2 x 2 + + • • • ， 


首先我們假定 （3) 的絕对收斂性，幷把 （3) 代进 （2) 得 

ci\X + a 2 x 2 + a ^ x z + • * • = c^x + c ^ x 2 - f - Cnx ^ a^x + a 2 x 2 +•_•) + 
+ ( 02(aiX + a 2 x 2 + • • *) 2 + r 30 Y 3 + c n x 2 Caix + a 2 x l +•.，）+ 

+ + CliX 2 + • • .)2 + ^ 03 (^ 1 ^ + 尤 2 + # • *) 3 + • • *。 

再比較系数得 


a l = ^10 5 

泛2 = (20 + ^11^1 + ^02^ 1 ? 

^3 = <^ 11^2 + 2 ^ 0 2 ^ 1^2 + + ^ 21^1 + ^ 12^1 + ^ 03^1 ：> 


⑶ 



(5) 


( 2 )式右边有一特点，其中含有 y 的項或者是 y 的高于1次的項，或者1次的 y ， 此时其对 
应系数都含有 V (/>1)， 因此在方程組 （5) 的第 /I 个方程中，左边一定是而右边則是 
^， • • • 的函数.由此保証能够依次地逐个确定系数 
a \ ~ (10 ， 

^2 = ^20 + ^11^10 + ^02^105 

= (^U + 2^ 02 ^1 o )(^20 + ^11^10 + ^02^1[)) + ^30 + ^21^10 + ^12^10 + ^03^10 ? • • • • (6) 

順便提一下，（ 4 )中破除括弧时，字母 a , e 只用了加、乘的計算，所以如果把 （5) 式 
右端看成~ «多項式，它的系数都是正的(幷且还是自然数).于是 （6) 中右端的系数也 
是正的，这一注解后来有用. 

我們現在的問題归結为去証 明：系 数为由（ 6 )式定义的0 2 , a 3 , _ ••的冪級数 （3), 
在 a : = 0的某一邻域中絕对收歛.因此这个冪級数适合于 （2) 式. * 

与硏究 （2) 式的同时，我們硏究 

y = r XQ x + t^x 1 + r n xy + r Q2 y 2 + r 30 ^ 3 + r Z iX 2 y + r u xy 2 + r 03 y 3 + * * * ， (2") 

其中所有的系数 ~ 都是正的，且 

k " 丨 < 

我們对应的定义 


及篡級数 


= r lQ ^ 

«2 = ^20 + r u r 10 + r 02 r Z x Qy 

«3 = (Til + 2 r 02 r la )( r 20 -f r n r xo + r 02 r ； 0 ) + 

+，30 + r 21 r 10 + r i 2 r ; 0 十 r 03 rL ， • • * 


由于系数都是正的，所以 


y = a\X + a 2 x l 4™ a 3 ^ 3 + • • •• 


UJ < » = 1，2, 3, ••-• 

如果能够找到 U ')， 使 (3 f ) 有非零收斂半径，定理就証明了, 


(60 

C 3，) 
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由假定，有 r 与 P 存在，使当 


\y\ < P 


W 


时， （2) 式收斂，所以有 M 使 


卽得 




r ’ p ; 


就命 r, v = 則 （2') 就是 


M 


x — x 2 ^— — + —■ y 2 + 


M 


• ■ 


T p 


M 


1 A 

I ■ M| 琴 ■ 



— M — — y # 

P 


卽得 


P 1 v +」^_^- = 0 


y2 - - L_ - y 

/O + M 


/9 + Ai r 


* 


这方程的函数可以实际解出，但我們仅需使 


0, y = 0的那一个根，卽 




2(p + M) 


1 一 」1 — 


4M{p -f M) 


引进 


rp 


P 2 + 4M(p + M) 


来化簡表达式，則得 


‘， ——_ 匕 _ 1 

2(p + M)L 


1 -— 
r \ 


x 


1 ~ — 


由此可以看出，如果利用二項函数的級数， y 可依^的冪次展开，且当 kl CnCr 时絕 
对收斂.也就是說， （3') 收斂，因而 （3) 絕对收斂. 

以上的方法称为“优函数法”，在微分方程論中常用及之， 


这結果的一个重要特例是逆函数，如果 


yo 


aiCx — ^o) + 02(% — 尤 0) 2 + 


• 鲁崤 


+ aXx — XqY- • 


且心与0,則依以上的方法可以得出一幕級数 


x ~ ^ 0 (y 一 yo ) + 占 2(y — yo ) 2 + — • 

这也是一个在某确定范围內收敵的冪級数，詳細算法已見第七章.而現在說明了所求出 
的級数在 y Q 附近收斂. 

这些結果都是所謂“局部”性的， 仅 知道在 某一点 附近，而不知确是多么近，或多么 


、■ ■ 


例1 ( Lagrange 級数).討論方程 


y ^ a + 9 

此处中 （ y ) 在 y 点附近能展开为收斂的冪級数. 


(7) 
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当 


0时 ， y = a . 我們可以用冪級数解出 y 来.更一般地，我們硏究下面的問 


題. 


若《 = /( y ) 在 y = a 附近有收斂的冪級数，将 y 在 


0处的冪級数代入，则“在 


0附近有收斂的冪級数.現在我們来求“依照 r 的冪次的展幵式. 


将（ 7 )式分別对气及“求微商，得 


dy 




[1 — x ( p f { y )] 


dy 




da 




由此得到 


dy 


dy 




⑻ 


故对于 《 = /( y ) ，有 


du 

dx 


du dy 
dy dx 




< p ( y ) 


du 

a 7 # 


(9) 


于是对于任何可微函数 F (: V )，由（8)， （9) 不滩推出 








( 10 ) 


現在我們用归納法来証明 


d n u 

dx n 


da n ^ 1 I Bai 9 


da 


(U) 


当 《 = 1 时，此卽 （9) 式.假定对于不 起过” 的自 然数， (11) 式正确 • 当《 + 1时，由 


(9), (10) 可知 


d n ^u 

5 / 十 1 


da n ^ 1 dx I- da 

a ^" 1 d [ 以 、 du 

da n ~ l dal^ dx 


d n ^ 

d 广 


fl+1 (y) 


du 

a 7 J # 


故 （ n ) 式成立. 


現在将 w 展成以 T 为冪的 Taylor 級数: 




du \ 
dx A 


x 2 ( d 2 u\ 

U ^ dx 2 ) 


0 


X n f d n u\ 

n [\ dx n /^ 


由 (11) 可知 


d n u 
dx n ^ 


吳 [ 中”議】， 


故得 


/(y) = fM + x<p{a)f{a) + — [y 2 W,00] 

2\ da 

+ — —— ^ (史 n (a),(a)) + …， 
n \ da n ^ 1 


( 12 ) 


此卽 Lagrange 級数. 
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取 /( y ) = y y 卽得 


y 


a +■ x < p (^ a } + 


x 


d 


2 1 da 




x 


n 


d ^ 1 r 


n I da n 


IV ⑴ 1 


* 


例 2. 在例 6 AA 中已經討論过确定行星在它軌道上的位置的 Kepler 方程 


x — q sin x 十 a 


此处^是行星的偏近角点、《是平均近角点，而4是行屋軌道离心率，由 (13) 可知 


x — a ^ q sin 


. q l d sin a 
a -r — - 

2 [ da 


■■ I 卜 


q n d 


n—l 


n ' da 


l 


( shx n a ) + 




Laplace 酋先証明了当 7 < 0.6627 * - •时，上面的級数收傲, 


習題1，試証 


k 




V ^ 


X 


k - x + 々（々 + 3 V ^ 2 

4 2\ V 4 


_ 次 （々十4)(々 


5 )，上 Y 十 


4 


Q 


提不：取 0 = 1， < P ( y ) = — * / Cy ) = y 

4 v 

習題 2* 求証 


_ 


1 — 2 ax + a 


1 + aX \ + a 2 X ^ 


a n X 


2 


n 


此处 A 


1 d n ( x 2 — 1 Y 


2 n ^n 




dx n 


为 /? 次 Legendre 多項式(見 § 6*13； 


提示 ：取 9( y ) 


y 2 — 1 

2 




22. 常微分方程的解的存在性与唯一性 


定理1 ( Cauchy ). 假定 f { x ， y ) 在区域 


(D) 


^ — ^ol ^ j y — yol < 办 ( a 〉0，々〉0) 


上連續，且滿足 Lipschtz 条件 


IK 欠， y2) — K 丈， yi) I < ^ I y 2 — yi I, 


此处 K 为正常数，則微分方程 


dy _ 

dx 




/( 尤， y ) 


有唯一'的解答 y = < p ( x )， 确定于区間丨 x — ^ u | ^ h 中，其中 


h 


mml a 


b 


2 K U 


M 


( rnaxj /(,, y )|. 


且 


yo = 

証. 


< p (^ o )* 

方程 （1) 的任何解 y = yU ) 皆滿足 


yM 




yo 


(/( 孕， y (疔))把 

Jx Q 


(13) 


⑴ 
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⑵ 



/ 


反之， （2) 的任何連續解都滿足 （1) 及初始条件 y D yU ). 因此我們就来討論积分方程 


(2 乂 


把 yCf ) = Vo 代人 （2) 式右方，得 


yiOO = vo + 1 fH yo)d^ 9 

p 

显然， nOO 当 I 龙一 ％ I 时是連續的，且 yi u ) = y 。. 由于 

1 yi(^) 一 yoi ^ max i/(^, y 0 ) \ h ^ Mh ^ b 9 

t £ 

yx 也沒有超越 Z ? 之外，仿此依次做出 


yzM = Vo + f fd yii6))d$ 9 


ynix) = y 0 


f ( 疔， 


⑶ 


于是我們得到函数貫 


yo- yi( 文 ）， yzM * •*•%(>)， 


• » 


其中每一函数 y „0) 都具有上述性貭. 

我們来証 明：当 U — x fl l < 6吋，函数貫 （4) 一致收斂.为此,先証明 

w 打 一 1 

iy fl ⑷一 y „- i («) j j - \x •— ar 0 t w . 

«! 

当》= 1时， 

I Vt (^) — Vot ^ j J /(^* y 。) 從 M\x — ar 0 1 # 

用归納法，假定 （5) 当《 =々时成立，則当》==々+ 1时， 

i > ot + i (*0 — y *0 O I = | j [/( f , y *( f )) — i { 皂， y *— i (芒 ））1 從 


^ j j 1/( 疔， y 々 ) — /(f ? y ^ i ) I dt 


< K 


r 


I yk — Vk-l I ^ ^ 


MK k 


f I f 一欠 01 々從 
Jx Q 


MK k 


(々 + 1)! 


n 0 | 々十 1 • 


故得 （5) 式•： 
由于級数 


2 


MK ^ 




■ 


收斂，所以級数 

YM 




Vo 


(yi — Vo) + (乃 一 yi ) 


( y « 




(4) 


(5) 


在 k — y < A 中一致收斂，卽函数貫 （4) 在 |x - 々中一致收敛于 yoo . 
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又由于 


X 


[/(?， — /(疔， y «) ] d $ 




< K 


r a — 


Vn \^ 


故当 ► CO 时， 


Y (r) ™ lim y„Cx) — lim 

n —oo 


0-*-OO 


yu + f /( 芒， y «- i (^))^ 


Vo 


\ x Ke 9 Y (^) de 9 


卽 YM 适合 （2) 及初始条件 yU ) = y a . 倘有另一連續解 ZO ) ，則 


故得 


ZOO =yo+ [ X m 

J^O 


max I Y (x) 一 Z (r) [ = max 

\x^xo\^h U—jtqI<A 


x 




(/(^, y ) - f ( e ， z )) d ^ 


^ K max j Y ( 欠 ) — Z (,tr) | A ^ — max j Y (a;) — Z i^x) I f 

\x—xo\^h 2 


因此必須 y ( v ) 三 zoo . 定理証完. 
附記.由 


CO 


I Y 0) — y m (- if ) I < 2 


UK k 


k =m 


(々 + 1)! 


1 * — 欠。卜 


+i 


可以估計第 m 次近似値〜(>)与准确解之間的誤差. 


例，求微分方程 


dy 

dx 




x 2 ^y 2 (U| <1, \y\ < 1) 


过 （0, 0) 的近似解. 


显然函数/ + y 2 适合 Lipschtz 条件 5 积分一下得 


X 


X- 




办卜1 0 [〜3 


Vo ) 牝 


0 


以 yo ( v ) = 0代入，則得 

yiO ) 


x 


3 


3 


x 


V 2 (^) = 一 + 

3 Jo 9 


r 6 dt 


3 


x 


3 




63 


x 


9 




3 


" 3 + lo ( 


9 


t 


6 


X 


3 


3 


63 


x 


2 ,ia 

189 \63 


2 a : 11 


(i) V4 ) 


it 


11*189 


15-63 2 


x 


15 


可以継續算出諸 yXO , y 5 00. 


4 

4 

■ 




§23. 积分方程解的存在性与唯一性 

定理 1. 假定/00是 u ， 办]上的連纘函数， / cu ， 泛） 在 
連續，則当 a 充分小时，积分方程 
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■Hi h：； : ii ' i -ka 




■:_|_111_|||||^1:_3__ 屮 , 




i 


<pOO = fix') + xf k{x 9 OC$) 妓 


在 [«， 彡]上有唯一的連續解中0) 


鲁 


証.任取 [ a , b \ 上的連續函数叭 O ) ，則由 

<Pi(x) = f(^x) H- A f 

所确定的函数 < PiU ) 亦是 U ，6] 上的連續函数.依次类推，作出 

92 O ) = fM 4- A ja 尺 ( r ， 茳）中1(芒)必， 


* 




屮 n O) = /(ar) + Aj K{x^ 尽 V? 


♦ 


于是我們得到上的連續函数貫 {9,00}. 命 


M 


max | K{x y 疔 ) |， /V 


則得 


d < x <6 

a <£<6 


max I q> x {x ) - 奶 0) | ， 

«< X 


( 1 ) 


max I < p n { x ) — qf >„^ iCx ) \ ^ [ XMi ^ b — a)] n ^ l N 

a ^ x<b 




( 2 ) 


因当 《 = 1 时， （2) 式已成立，由归納法，假定 n - k 时 （2) 式成立，則当 n^/i 


时， 


1 抑 +i00 — 9kM I < ^ ^)! I cp k (^) — 從 

< Ud{b — a){XU{b — a^)]^N = UMO — a)\ K N m 


故得 （2) 式. 


取又充分小.使0 < AMO — a ) < 1，則由千級数 


00 


( AM (^ — a ))^ 


ft- 


收敵，可知級数 


9iOO + (<P2(j0 一 9iW) + 


+ (<Pn(y) — - iOO) 


* * ♦ 二」 


<pC 


一 致收歛，卽函数貫 {< PnM } 一致收斂于連續函数 900. 因此 


<POO = lim < p n ( jx ) ^ lim 

ft -*QO 




/O) + A |/0 ：， On-lt 芒)必 


fix ') + 处. 


倘还有另一連續函数 0 O ) 适合积分方程，則 


故得 


ipM - /O) + 又 e)(KO 從， 

max |<pOO 一 必001 = A max I f K(x ， 芒） [9(f) — }d^ 

u < x<b a < Jt <6 l J <* 

^ — a) max |<pO) — WOOL 

因此必須 < p (*) — 定理証完. 




m 


零 






§24. 微分方程組的解的存在性与唯一性 


r 




• 峰蜃 


， yi ， 1 ))^， n ) 




用归納法可以証明 ，当 k — y < A 时， | yS m) 


r\<K 


m 




1，2,…). 


2) 今往証明 


| y ； mJ U ) 


d )0)| < M { nK) m 


I x — Xf] 


(1 < / < 


(3) 




当 


m 


i 时 


以一^卜 [* 说， yi 0 )， 

Jx a 


， y ^) d ^ ^ M\x 一 x 0 \ (l ^ ^ n )^ 


假定 （3) 式当 m = 々时成立，則当 


1 时 


十 ”00 — < 丨 ( [/|(^9 y\ K) 

' Jxo 


? 


* • * 


•• W 1 ))] 处 




p (1 « ”)， 


m • 


定理 1. 給定一組原始値々， y \°\ •••，&'又假定 1) 函数 6( 灼，扒， * • • , y «)0 < 
在閉区域 

(/?) | 1 ^ > I yt ~ y； 0) I ^ ^ (1 ^ ») 

1 

上連續， M 为諸函数在 （ J 9) 中絕对値的最大値，卽对于 D 中的点有< M (1 < * < «)； 
2) 在区域 D 內，这些函数适合 Lipschtz 条件，卽 

IfX^iyr **y») — f/C^iyl% .• • ， OI < ^{|yl — yi'l + * ** + Iy» — y« I}> 

此处 K 为一正常数，則微分方程組 

= fiixmy •••，，《) (1 ^ ^ ») ⑴ 

dx 

有唯一^的一 1 組解 

yiO) ， yiM , • • • ， y„0) 5 

它們确定于区間 I ^ I < A 中，此处 A = mm ( a ^ — ^― ? 且滿足 

\ 2 nK M / 

yi (^ o ) ^ yi 0) 5 乃(尤 o ) = y ?)， …， y «(^ o ) ^ y » 0) . 

証. 1) 作一次逼近函数 

= y ： 0) + (" ， y }。)， …， y^)de (1 < i < fi ) % (2) 

J:o 

諸 yPW(l < i < n ) 都是連續函数，又当 k < A 时， 

(yPOO — y； 0) I = 11 fiH y$ 0) ，* • • ， y» 0) )^ M\x — x Q \ ^ Mh ^ b % 

因此一次逼近函数不会超出区域类似地，逐步定义 

yPOO = y?) + ( fiiir, yi°5 •“， W)) 從 ， (1 ^ «) 






故得 （3) 式.又因級数 


oo 


2] MinK ^ 


m 




收斂，所以級数 


Vf 0) n- (yP ( 尤）一 yP) + 


♦ 攀 # 


(1 ^ ^ n ) 


«峰参 


YM 


在1^ — ^ol < A 上一致收敛，卽貫 } —致收敛于 10*0(1 ^ t ^ n ) 


由于 


| J: 。 ⑽， yi w> . 


yi m) ) - hie , Yu 


Yn )\ d ^ 


所以 


< 尺丨 £ {|yi m) - + 




+ - yj \de 


Yi — limy / m) ^ lim 




r f / Ce , yl 1 

J X 0 


. 1 ) 


， yr 一”）必 


5=5 yS 0) + j /iC6, 

将两端对 T 求微商，得 




Y n ) d ^ 


dY t 

dx 


fi { x ^ YiU ), …， y / O ) U 


，2,…，打）， 


且 


y / Oo ) = y ?) 


(1 ^ ^ n) 9 


倘方程組 （1) 还有另一■'組解 Zt ，• • *2„，則 


Z # ^ y ) 


to ) 


命 


[ x / i ( e ? Zi , … z n 、 歧 <«). 


則得 


max [| y \0 O — ZiM j + ••* 十 I Y n M — Z n { x ) | ] = 0， 

\x-*xo^：h 


| y ； — Z f I 


_i 


[ x Usie , Vi ? 

:lf 

1 J x 0 


• 攀 


，D — f /( n ， 


，厶）]從 


is ) - z , c « de < hQK u < / < ")• 


将这 n 个不等式相加，則得 


nkKd . 


此不可能，除非 0 = 0,卽 Z ,0) 三 y/ (>) (1 ^ i ^ n ) m 故得定理. 


考虑一般的〃阶微分方程 

d n y 

dx n 


FO , y ， 〆 ，…，产 1 >)• 


这与以下的微分方程組是等 价的： 

dy dyi 

-= y- ^ 

dx dx 


dy 


■2 


dx 


Vn 


dy 


dx 


yi ， y 2 . 




， yfl — l ) • 




所以由定理 （1) 得到 

定理 2. 若 i ? C ： e ， y ， y % • • • ， y (” -ir ) 对于所有的变数連續，而对于 y \ * • * ， 〆 11 
适合 Lipschtz 条件，則微分方程 （4) 有唯一的解适合原始条件，当：时 ， y = y 0 , 
V = yo , …， y tfl -= y 广 1 )• 


§25. 压縮映象原理 

定理 1. 假定 { W 力集合诹上的函数族，滿足： , 

1) 每一函数9都在肌上有界，卽 

[ 9^ I A < fq > ? 

此处 AU 是与9有关的常数； 

2) {(?>} 中任何一个一致收斂的函数貫的极限，亦是这函数族中的函数； 

3) {< pl 上有一运算 J ， 3(9)将平变为中某一函数； 

4) 存在适合0 < w 1的 常数故 ，使 {9} 中任意二函数9>1，妁都滿足条件 

MC92 ) ~ /(< Pi ) 丨 < mBd \ q> 2 — < Pil ， 

m 

則方程 

<P = Aiq >) 

在彳 9^ 中有唯一的解. 

証.在{中}中任取一个函数 < Po , 作出 

由 3) 可知，妁€ {«?>}. 依次类推，作出 9 o , 9:， …， 由 4) 知， 一 致收傲，由 2 )知， 
其极限卽为所要汆 的屮. 

由压縮映象原理立刻可以推出与唯一性有关的結果. 

例如，命 fO ) 为 U ， 办]上的連續函数， Kix , 泛）在办上連續, 
命肌为閉区間 U ， 6]，为[«，々]上的連續函数的全体： 

Ai<p) - fw + a T/cu, exevf ， 

則当 A 充分小时，由压縮映象原理可知，积分方程 

<pOO = fOO + 又 j 

在 [ fl ，6] 上有唯 一 '的連續角罕. 

習題 1. 試由压綸映象原理推出定理 7.1 与定理 8 .1. 

習題 2* 假定 fix ') 在 一 00 < a ： < 00 上定义，且对任何实数 Jtf l5 办，皆滿足 

|/( 而）一 K 龙 2) I < K I ^2 — I , 

此处 K C1 为常数，則方程 

* = /W 

有唯一的解. 


• 1X4 * 




習題 3. 試推广压縮映象原理 5 使之能包含定理 10.1. 


§26,利用羃級数解微分方程 


§21的优函数法可以用来証明微分方程解的存在性. 

定理1 ( Cauchy ). 假定 f { x 9 y ) 在 r = %， y =九的一个邻域內可以展开为收敵的 
冪級数，則微分方程 

= K 尤， y ) • (1) 


有一个解 y = yO )， 它适合于 y 。 == yU 。）， 而且在知的邻域內 V 可以展幵为 冪級数 (这是 
通过（〜 y 0 ) 的唯一解) • 

具体些 ，取％ = 0 , y Q = 0 ,我們的假定是 


fO ， y)= S ^ r \y \ ^ p» 

/0 

在此假定下，微分方程 （1) 有唯一的解 

00 

y = 2 ~ r ’， 

i = 1 

这級数当 

Ui < r(l — e - pfVAr> ) 

时收敛，此处 M 是一个与 /( r ， y ) |y I < p ) 有关的常数 • 1 

証. 以 （3) 代入 （1) 得 

00 

2 ^ t x ^ 1 — ^00 + + a 01 y 十 “20欠 2 + ^lixy + a ^ y 2 + • • * 

l = i 

—«oo + «io 太十 a 01 {t c lX ) + + (E < ： 〆)+ c〆) 

比較系数得 

— ^00? 

二 a 1() + a 01 r !， 

3^3 = ^ 01^2 + “20 + + ^ 02 ^ 1 ? 

■h 

« 

这是一种算法，經过“加”、“乘”，可以逐个地算出 WO ，％ …来. 

由于 

CO 

S # m rV m 

l # fw =0 

收斂，故有 M 存在，使 

\ a ltm ] r t p m < M , 或卽 

r l p m 


⑵ 


C 3) 



因此得出函数 / O , y ) 的优函数 


• m 





微分方程 


有解 


dy 

dx 


M 


1 


x 


T 



1 


y _ 


v 


y i 


2 p 


rM log ( 1 


x 


r 


+ tf ， 


由于当 x = 0 时， y = 0,所以得出 e = 0. 解这二次方程得 


V = p(l±„/14 - log f 1 — +) )• 


又因尤= 0时 ， y = 0,我們得一根 


y = 扒1 一 J 1 + log ( 1 ^ 



当 


2 Mr 


log 1 


x 


< 1，也就是当 


\x\ <C r(l — 


e 


2Mr 


时， u) 可以展成 x 的冪級数，而这冪級数是方程 a) 的解的优函数. 


C 4) 


§27. 微分方程組 

現在考虑 

—= h ( 尤， vi ， …， y ”） （?• = 1，2 0 ) 

dx 

假定在点 （ yi )。，• * • ， CvJo ； 的一个邻域內，/,都可以表为收斂的冪級数，則此微分方 
程組有一个解，当 x %时，有 

S 

yi = ( yi )。， …， y » ^ Cy «) o > 

且在 r == : t 。 的某一邻域中，它表成为冪級数. 

不妨假定 = 0， Cyi)a 二0， • • • ， Cy«)o 0，命 

OS 

//(尤， yi ， • * * ， a ) = 2 a ^ ) fn i ，… • ^ n xl y ^ x ，•••，々 

/» fn L , …，〜叫 

在 W < r ， | y ,| < p 中 收斂. 

以 

yi S ’ 

l I 

代人 （1)， 比較系数，易見这也是可以仅用加乘就能逐步定出•••， 4 fl) -••(/ = !, 
2, •••） 的計算 方法. 
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与上节同法，有 M 存在，使 




因此有优面数 


O0 


* +m « 1 … y * fl 


im m 


CSi 


M 


-+ X 1 - 势-乂 1 - f ) 


求方程 


dyx 

dx 


dy n 

dx 


X 


u 




的解 . 因当 : t = o 时 ， yi 


y„ = 0 , 故显見 yi = y 2 


y » ，所以得到 


dy 

dx 


U 



1 — 


解此方程得 




当 Ul <r(l 


,p/( ^ l)Wr ) 时，它可以展幵为冪級数 . 这是方程 C 1 ) 的解答的优 函数 * 


附記 • 考虑一般性的微分方程 


d n y 

dx n 


F I x 


dy ^ 一 1 y \ 

y " 厶 ’… ， dx ^ 1 r 


这与以下的方程組 等价 : 


手 - n ， 令 = y 2 , 

dx dx 


dy ^2^2 
dx 


yn 


dyn —\ 

dx 


Fix^ y y y l5 … 5 y 


所以得以下的 . 


定理 . 如果 F 在 ; r = %， y 


Vo 


r> y f — (y’)o. 


( ^ l) - (y (n ^\ 的附近可以展 


开为冪級数，則該微分方程有一 个解： 当 a ； = 〜时，有 y 二外， y 二 Cy )o, •••, 广 -w 


(^" A) )a, 且在 ^ = 的某一邻域內可以表为 冪級鼠 


§28. 偏微分方程 


定理 1 (Cauchy-KoBajieBCKasi). 假定 q?Cy) 在 yo 附近有收斂的幕級数，且 9 (W) 




dy lv—Vo 


9 o , 函数 


f(x, y, z, q) 


在知， y 。， 別，办附近有收斂的篡級数，則方程 


dz 

dx 


f(x 


d ^\ 

’ y ，〜 石) 


有一解 y) ， 它在 U ， 外）附近可以展幵成收斂的冪級数，而且 Kr 。， y) = 9 >(yX 
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証_. 1) 簡化.作代換 X 雄 X 一 x a% y «S» y — y„, 故我們可以假定 x a ^ y 0 ^ 0. 又命 

z = Z — 9( y ) ，故可以假定妒 （ y ) 曰 o . 作了这座代換之后， z ( 0 , y ) - 《( 0 ， y ) —爭 （ y > 
so . 我們还可以假定 K 0, 0, 0, 0) = 0，否則，假若 K 0, 0, 0， 0) = «，那末命 z = « 
一 ^卽可.这样一来，問題就化为解下面的 問題： 


X …， f 

ox \ oy 


oo 


dz \* 


I • 


'£/ ⑽ w v dy " 

tfo*o*a*o 2=55 0 > i^i < r y |yI ^ r, | z\ ^ 


dy 


^ Pm 




、 ar ( 0， y) 三 0 




2) 冪級数展幵.命 


ca 


g = c f Cy)x\ 


代人⑴式得 


od 


2>如 


± ^yi±^y^) k (± 

*> \j = i / 、* = l / 


比較 x 的乘方的系数得 


oo 


^i(y) = 2 


^ o / uay 1 


y 


CD 


oa 


oo 


co 


2 c t < iy ) = 2 « i / ooy 7 + 2 ^ o / io^i ( y ) y / + 2 ^ o / oi^iCy ) y ; 


由于左端 〆 的系数为 0 + 1) 〜 i ( y ) ，而右端 〆 的系数則为与 ^ i ( y ) ， • • •. G ( y ) ; 
^； Cy ), o ( y ) 的正系数的多項式，故仅用加乘运算就可以逐步决定諸 q ( y ). 由于 


«& 

^ iCy )= S 咖砂、用归納法可知級数 ^ Cy ) 的系数也是 a , «的正系数多項式 

# -1 

3) 优函数.由于級数 


的收斂性，得知有 M 存在，使 

因此 





/• , _ 々，名 -^0 


\^iiki \ ^ 


M 

r ;+/+t〆 


U/M/l ^ 


(i + j + 々 ） ，_ A { 


此处 a 是一小于 1 的正数.于是我們得到 f { x , y y z , q ) 的优函数 




(* 


々 ）！M 


iUXkAaW^^p 1 


x l y ^ z ^ q l — M 


* 1 X 8 * 





M 


+ y 


(請注意引进 《 的作用).因此間題就在于求証 


dz 

a 7 


M 


+ y 



M 


( 2 ) 


么 (0, y) s a my m ， > o 


有一解，使它在 （0, 0) 附近可以展为 & y 的冪級数，也就是如果給了一个非負系数的篡 
級数 E〜y w ， 而 （2) 在（0,0)附近有一个： c，y 的冪极数的解，那末这个解就是 (1) 的解 
的优面数.因而証明了 CD 的解的存在性. ， 


我們且不去解偏微分方程 (2) ，而 先考虑以下的常微分方程的問題，然后从下面的間 

QO 

題中給出 （2) 式中的幷且給出 （2) 式的一特解， 


求出具有正系数的冪級数 


f 0 ) = amt> 


(在 r = 0附近收斂），适合于 

1 df 

« dt 


_ JLL 


M 


卜亏以 1 — ， 


dt ) 




(3) 


/( o )= o . 


将 (3) 式改写成为 


ap 


® 2 - (士 


M 


W 


+ 


M 

_ JL±_L 


M = 0, 


解得 


iL 

dt 


2 [\a 
2 \a 


U 


h 1 My 

h) 


4 M 

■■ 

ap 


- 宇 ): 



i-VT 


(4) 


这儿 


ta 


4Map 

(p — aM ) 


2 


3 /( 


宁). 


由于当 UJ < i 时 

1 一 1 — W = 


1 如+ 1以十十 

2 2-4 2.4*6 2*4-6*8 
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因此当 《充 分小时 ，可使 


0 


及 (4) 式右边可以展开为 


的正系数冪級数.由§ 26的处理方法可知， （3) 式有一个冪級数 


0O 


fO) ^ S a mt m > 


>0 


的解. 


再回到原来的問題.取 


怎=/ — + y ， 


則方程( 3 )变为方程(2)，而且 


方 (0， y ) = /( y ) = 2 〜广 • 

t 

卽得所証. 

至于深刻地理解冪級数的各种应用，必須有复变函数論的知識.这里所餅的，仅仅是 
个幵头而已. 
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第十四章曲綫的微分性盾 


§1. 矢量的微商 


我們現在推广微分法到依賴于某一参变数 r 的变矢量 a ( r )， 也就是 


a — a(r) = (“i ， ui ， 

的对 x ， y ， =軸的三个支量化都是 t * 的函数的情況 • 
的这些矢量的起点，当参变数 r 改变时，变矢量 a ( r ) 的另一 
端在空間画一条曲綫 （ C ). 

假定当参数取値 r 与 r + Ar 时，变矢量对应的位置是 

OM 与 OAi 1;l 綫段 MM \ 对应于矢量差 

a(r + Ar ) — a ( r ). 


关系式 


a(r + Ar) — a(r) 

Ar 


所得出的矢量是平行于 MM X 的矢量，当^ 0时，如果极 


限存在，卽得矢量 a(r) 的微商 

da(r) 

dr 


Htn 


(r + Ar) — a(r) 
Ar 


我們确定某一点 O 作为所有 


M 


加⑴ 

dx 



m 


显然，这微商是一个矢量，它的方向是沿曲綫 （ C ) 在点 Ai 的切綫方向 # 

再求_得二臟商合 w ， 佘类推 • 


如果 

可得 


a(r) = “ 2 (r) ， a 3 (r )]， 

— a ( r ) = U ;( r )， a 2 { r ) 9 ^( r )] 
dx 


及 

— a ( r ) = U 严 ( r )， aT \ r ), «产(0】， 

dt m 

卽矢景的微商是支量微商所成的矢量， . 

立卽得出 一 个函数乘 一 个矢量的微商公式 

— [/( r ) a ( r )] = M ^ a ( r )+/( r ) ^1. 
dr dr dx 


又由于 


a ( r ) • b ( r ) + ^( r )^ 2 ( r ) 4 - a 3 ( r )々 3 ( r ) 


* I 2 t • 





可得 

— [ a ( r ) . b ( r )] = a ；( r )& 1 ( r ) + a ; ⑺以 r ) + a 3 { t )^ r ) 

dX 

+ ai ( i *) S ( r ) + «2( r )6( r ) + tf 3 ( r )^( r ) 

- • b ( r ) 4 - a ( r ) • 

dr dr 

这是內积微商公式. 

由此立卽得出•.設 a ( r ) 为单位矢量，卽 a ( r ) • a ( r ) = 1，則 


/ x d ^( r ) ^ 

a ( r ) * -— =0. 

dr 

所以单位矢量和它的微商垂直. 

又由 

a ( r ) X b ( r ) ^ ( a 2 ^ — a ^ 2 . 。也一戊也、 a \ b t — a 2 bx )^ 

可知 

[ a ( r ) X b ( r )] = ( a 2 ^ — a 3 l ? 2 ^ — a > 3 ， — ^ i ) 

dX 

+ (^2^ — a^bz^a^x — axh^a^ — ^2^i) 

„^ ll ). XbCr ) + a ( r ) X ^ i . 

dx dt 

这是矢量积的微商公式. 

如果把參数 T 看为时間 r 則以原点为起点的矢量 

* 

r — r(0 = [<pO), <KO, ^(03 

的另一端所成的軌迹 ：r = < P 0), y =机0, s = X { t ) 可以看作一个貭点的运动曲綫，它 
对 f 的微商 

V = J]L 

dt 9 

就是这点的运动的速度矢量，而 

dv d^r 
a = ^ ―- 

dt dr 

就是这一貭点加速度矢量. 

在曲綫 （ C ) 上取一点作为出发点，用从这点沿曲綫 （ C ) 长度£来表出这曲綫上的点， 
卽以，为参变数，前已証明，由£ == h 到£ h 所对应的点从 2 之間的弧长等于 

( tM2) V c:y T "( j y ) 2 T 7^7 2 - ( V 9 ' 2 w + 少 ,2 w + x f \ i ) d K 
弧的微分表达式 

^ — V Cdxy 4 - {dyY + {d^y ~ dr - dr % 

如果弧长 r 为参变数，則微商 也、年存 各等于曲綫切綫的方向佘弦，就是等于 

ds ds ds 

这切綫的正方向与坐标軸交角的佘弦，更确切些，速度矢 v 的长度是 
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!■■■; 呻 : h ?-■■ 


f r ■- X __M__ ! 'ill'rHIMH J l ''-： 





而速度的方向佘弦是 


dx 


A 

cos(ftrx) — 

dx 一 
ds — 

dt 

- - - ， 

V 



dy 

A 

cos(^y)= 

^y , 一 

ds 

dt 

V 



ds 

A 

COs(^J2f)= 

ds 

dt 

m 


ds ^ 

我們把这切綫方向佘弦定义为曲綫在点 O , y ， d 的方向佘弦 ，它 們与办，办，办成 
比例，因此切綫方程可以写成为 

X — x y — y Z — ss 

dx dy dz 


或 


X — <p(Q ^ Y — 0(Q ^ Z — X{t) 

cp\t) ~^U) ro) ， 

兹儿 （ x ， y ， z ) 是切綫上点的坐标. 


§2. 平面上的运动 


命 r 表示平面上一点 M 的位置的矢量，我們可以把 r 表成为 

rR, R = ( cos 6^ sirt 沒 ). 

这就是极坐标表示法， R 是一单位矢量，我們可以立刻看到 

(-sia^.cos^) ( 定义为 P )， 
dd 


这是和 R 垂直的矢量. 
微分 r =，則得 




dt 


dr 
J dt 


R 


= A.R 

dQ dt dt 


dd 

Yt 




迖公式把一点的速度分解成为两部分，前者 V r 


dr 

dt 


R 表示速度沿向径的分量，而后者 


y ? 


dd 

dt 


P 


Vf 


表示沿垂直于向径的方向的分量. 


f " 称为角速度，在 


圓周上运动时，卽 


dr 

~dt 


0 ,可知 



d 6 _ 

dt 


P 


图 34 
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卽 


ds 

Hi 


dd 

dt 


加速度矢量等于 

dv 


d 2 r 


dt 


dt 


2 


R 


dr dR dO ( dr dd 


dt dO dt 


dt dt 


P 


£0 

^7 


p 


dB dP 

dt dd 


d 2 r 

dt 1 


\dt 


R + 


1 d 


2 


dt 


dd_ 

It 


P ， 


这儿用了 


dP 

dd 


( —— cos fl ，一 sin 0) = — R # 1 


如果我們的运动是由于一个向心力所引起的，卽 F 
貭量乘加速度），則与以上的公式相比較就可以看出 


R. 由公式 F 


A.( r 2lL) 

dt\ dt) 


o . 


也就是 


2 


dd ^ 

dt 


常数 = A . 


而含鐵等于向径所扫过的面积元賦所以 


dA 

dt 


hy 


卽如果經过的时間相等，則向径所扫过的面积也相等. 
这就是著名的 Kepler 行星运行第一規律. 

§3. 平面曲綫的曲率 


把 J 作为参变数，則 


dr 

ds 


dx dy 
ds ds 


就成为一个单位切矢量.这个单位切矢量的微商 


ds 


d 2 r 

ds 2 


d 2 x 

^7 



垂直于单位切矢量，它称为曲率矢量.曲率矢量的长度 


鲁 « 


ln | = 


9 


的倒数 P 称为曲率半径. 

• • « « 

命 


t = (cos a，sin a)« 


其中 《 就是切矢踅 t 与％軸所成的角度.因此 


dt 

ds 


( — sin a, cos a 


da 

ds 


縧 


• m • 


dB 

It 


a (力等于 




度 a 对弧长^的微商々= 


da 

ds 


称为平面曲綫 r -= r ^) 的曲率. 


今 


P 


da 

ds 



故曲率絕对値的倒数就是曲率半径' 


易知 


dr 

ds 


dr 

dt 



ds 

dt 



尚 r 由 （9(0, ¥ S >) 及 



因而得出 


dhc _ — W 

7 ? = ( Vr + l 72 ^ 


(— 0% q /)， 


da _ W 一 O’ 

17 m T^+^y 2 




i 々 i 


1 w - w 

(< p ， 2 + w n 


如果用显函数表示法，卽 X =尤 ， y = fO )， 此处 X 是参变数，則得 




丨 y"l 

(1 + V 2 ) 372 • 


又如果用极坐标表示法，卽 * = rcosd ， y 二 rslnd , r = r (0), 0 是參数，得 


<P 


dr 

1 b 


cos6 一 r &jx0 y <p 


^ T cos 6 一 2 ' sisxO 一 r cos 


dd 2 


dd 


l ) 一般黴分几何教科书中，定义曲率 矢量” 的苌度为曲率，因此曲率馄大于零或等亍零.我們这样的定义，即可 
正可貝，当确定了弧长的計箕趄点和曲嫌的方向后，这个正負符号就反映了曲練上凹或下凹的几何特性， 
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参 






dr 


IPv 




de ^ rco ,0，r de2 


^ r sin 0 + 2 cos 0 


dd 


sin ❼. 


卽得 


da 

ds 


2r 




rr 


a 


( r 2 + r ，2 ) 

\ k \ =上 2 + 2 〆 2 


3/2 


rr 


( r 2 


2yi/2 


关干曲率々的正負号可以作如下的說明:在 y " > 0时，曲率々 > 0,这时曲綫向上凹；在 
y n < 0时，曲率々 < 0,这时曲綫向上凸. 

例.圓？ + / =妒的参数表示式是^ - Rcosd , y = R smO , 所以 


P R 




所以曲率半径就是圓的半径及，曲率也是常数 

rt 


§4. 曲綫的本性方程 


用坐标系統来表示曲綫的性貭，倒底具有人为的性貭，这个人用这个坐标系，那个人 
用那个坐标系，得出来的表示法可以是很不同的.其原因在于坐标系統幷不是曲綫的基 
本性貭，而我們仅仅借用坐标系統来表达曲綫的性貭而已. • 

曲綫的基本因素应当是弧长，（不管坐标系統如何，只要在其上取一起点，定一确定 
的方向，取一单位长度，則曲綫的弧长便完全确定）及曲率々 


对每一条曲綫，都可以在这两个因素之間建立起依从关系 

々=^0)， ⑴ 

这个方程称为曲綫的本性方程. 

定理. 亭 f - 了宁学亨學巧事學寧，準李宁 「 f ] ， 換言之，如果有 

两条曲綫都适合 （1) 式，則可經过平移 

(尤， y ) 一（怎 + A，y + 々) 

与旋轉 

( 尤， y) — ► (x cos0 + y sin 一 x sin 疔 .+ y cos 夕） • 

把一条搬到另一条. 

証.先經过平移，把两条曲綫計算弧长:的起点重合起来，再繞这点旋轉一下，使它們 
在这点的切綫重合起来.这两条曲綫的动点坐标各为 yi)y {x 2y y 2 ); 切綫与： r 軸的 
交角各为 ai ， a 2 ; 曲率各为々1，々 2 . 

由 U ) 可知，对所有的 J 都有 


也就是 


々1 =々2, 

77 
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_ 


因此_ a 2 + c，c 是一 常数. 但尚 f = 0 时，巳知 a】=a 2 , 所以 c — 0 M 


dxi — 

ds 

cos a x - 


dxi 

ds 

dyi „ 
ds 

sin a\ = 

=sin a% - 

- dy% 

i 

ds 


所以 A，x 2 相差一"个常数， yi，y2 相差 ~ "个 常数* 但当 ： = 0 时 ， a h，y! ^ y2， 因此 


A = yi e 九 

所以二曲綫重合起来了. 

这个証法也說明了根据本性方程还原为坐标表示法的 方法： 先从 


得 


— = eis ) [对任意的連續函数 KOI 
ds 



flO ) 



g(u)du + a Q , 


此处 Oo 是常数，再从等式 


得出 


dx — cosa ds ， 


af ~ 1 cos a ds ^ x 0 , 
Jo 


dy = 



sin a ds 


sin a ds ^ 


Vo » 


此处 A， 外也是常数. 

不难看出，曲綫的平行移动会影 响知， y Q ， 而旋轉会影响 

注意 1. 曲綫长度的起算点的选择，方向的选择，可能引起本性方程的变化. 

2. 阏条处于軸对称位置的曲綫，它們的本性方程仅在右端差一符号，卽 

k = sO ) 

与 

k 攻 — sO). 

实际上，对称地选择两条曲綫弧长的起算点与方向时，它們的曲率符号相反，如图 
35. 反之，分別具有上两式的曲綫，可借平行移动使它們处于对称的位貧 4 
例 1. 求对应于本性方程 I? 2 = 2似的曲綫， 
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故 


r = a( cos a 4 - a sin a) j 


y 




siaa — acosa). 


例 2* 求对应于本性方程 R ^ ms 的曲綫^ 
由 



因此 


da 1 

ms 



ds — me ma d<x, 
dx == cos a * me ma da y 
dy = sin a * me mu da m 

tn 

X ~ -: (mcosa + sina)<? m<1 , 

1 + /M 2 



m 


sin ot 一 cosa)^ 




m 


現在将直角坐标化为极坐标: 


tg w = —，且 I] 

m 



y 

x 


m sxn a — cos a 
m cos a 4* siaa 


tga 二 tg 艺一 嗦 (tf 
1 + tg a tg <« 


故 <9 = a — a )， 所以得到曲綫的极坐标表达式 



这就是对数螺綫. 

例 3. 試求悬鏈綫 y ^ ach - 的本性方程, 

a 

由 



得 


另一方面, 




S — a sh 


™ Vv 2 一 “ 2 , 
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故得本性方程 


R ^ a 4- — # 

a 

例4，試求屋形綫 x ~ a cos 3 y ~ a sin 3 t 的本性方程 ^ 

取第一象限的那支的中点^对应 r *= f j 为弧长的起算点，則 


故 

因此本性方程为 

# = 4 



5. 曲率圓与漸屈綫 


在曲綫上取参数为#，$ + Af，f + 2 Af 的三个点，对这三点作一圓.当 Af — 0时， 
这圓的极限位置称为曲率圓，也称密切圓. 


命圓的方程是 


(X 一 «) 2 + Cy 一 b ) 2 = R 2 , 

卽得 

[9( 裏） 一 a ] 2 + [少〔/) 一 办] 2 = 犮 2 ， 

[9(’ + A #) — a ] 2 + + A /) — bY ^ R z m 

[< p (# + 2 A /) 一 a] z + [<^( / + 2 A ^) 一 b ] 2 = B 

由 （2) 滅 （1) 再除以 A ?， 幷令以 — 0,可知 

! <pw — & + 1必(《） 一 办] <//(/) = 0. 

由 （1) 加 C 3) 減去两倍的（2)，再除以 A / 2 , 幷命 △ — 0,可知 

1 < pW — a ]9"( f ) 十 [^W —办 ]f (0 十 ^KO + 0 2 (/ ) ; 


« 




解出 C 4) 与（5)，甩知 


9 W 


= + ^ 2 ) 
< p f < p ff ― if / cp ” ’ 







+ 屮 /2 ) 
少 ; 9"、 


所以我們的圓的圓心是 


必’（ < p /2 + 少 /2 ) 

tpW ’ — <^ / < p // 

‘ ^( 9 2 + ^ 2 ) 

中 + W — ^> /T . 


⑴ 

( 2 ) 

⑶ 


(4) 


⑸ 


( 6 > 


而圓的半径平方等于 
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R 


( 山，（垆 + 

\ cp f ^ -必>" 


cp ，（ (p f2 + (// 2 ) y 

<p* 山 ” — <j/cp ,r / 


(q ? f2 + W 
(W — 0>") 


2* 


这就是曲綫在《这一点曲率半径的平方.我們取 


R 


( y ， 2 + W n 
I W — 0>" 


da 


在曲綫 由函数 y = fM 表示的情况下， 


a 


x 


十 y 




y 




b 


y 


1 + y 2 


y 


y 


// 


R 


(1 + y ，2 ) 3/1 




y 



由图 37 知 


故圓心也可以表为 


x — a — — R cos 





y — b = — R sin 



a — x — R sin cc , 
办 =y + R cosa m 


曲率圓显然有以下的一些性貭(参考图 36,37)： 


1) 与曲綫在#点相切； 

2) 它的凹向与曲綫在这一点的凹向 相同； 

3) 庀的半径与曲綫在这一点的曲率半径相同. 

定义. U ，6) 称为曲率中心，曲率中心的軌迹称为原曲綫的漸屈綫，而原曲綫称为 
这漸屈綫的漸伸綫. 

例 1. 求抛物綫 y 2 = 2以的漸屈綫. 

由 yy : = p 得 yy ^ + 乂 2 = 0 ， 卽 = 一 
因此曲率中心的坐标（$， 3?) 为 

e = x- yy/ + ^p 2 = r + = 3 尤 + 夕 = 友 十夕 , 

y y X 2 P 2 p 



v 2 + (vvxY 

y 3 y ^ 



卜 
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从以上两个方程中消去 y ， 得漸屈綫方程 




8 




27 p 


— py % 


例 2* 求椭圓 x ^ acost ^ y ^ bsitit 的漸屈綫. 
由于 


/ 

x t 


* " 

a sinty x t 2 


a cos t 


y t == ^cos 

代人 （6) 就得曲率中心 （$， 的坐标为 


y f t 2 = — b sin t 


$ = a cos t 


厶 cos ti ^ a 2 sin 2 1 + h l cos 2 #) — a 


2 


COS 


3 


ab 


a 


7 


a 


2 


b 


^ , 3 
—— sin t 


m 


由此消去/，就得到椭圓的漸屈綫 


( a 芒 )〜 + { brf ) 


v % 


^=3 


( a 2 - b 2 Y \ 


例 3. 求对数螺綫 


r = ae 


mff 


的漸 屈綫. 


因为 


dr 

dO 


_ A 

mae — tnt 


故 


tgCD 


m 


R 


O 2 + mV) y2 

2 + Zm 2 r 2 — m 2 r 2 


+ m 2 


母 




sin <o 



命 ，氏） 为曲率中心，則 OZV 丄 OM ， 故 


故得漸屈綫 


T \ — r ctg co — mr , di — — + 0 

2 


_ 


n — mae 


(沙 i 一 


(这里 A 


mae 


2 


§ 6. —般的一阶微分方程 

一 般的一阶微分方程的形式是 

Fix, y, y) ^ 0. 

如果易于解出/，虽然不止一 个解： 

y = <Pt(ar, y), / = 92(r ， y)，• • • ， / ^ <p r ( 无， y) 

則我們可以逐步解出 （2) 来，这些解当然都是原方程的解. 

倒.求方程 

xy M — (: r 2 十 2y)y /2 + 2x(^y + 2)y" —— — 0 

的解. 



分解因手得 


■ 

y 


^0, 士 — V y —- 4 < 


X 


第一式的解是 y 


2 


x 2 ^ c , 第二式是 0 次齐次的，因此換变数 y = 似，得出 


du 


dx 


积分之，得 




4 


X 




u ± -\ ju 2 —^ 4 


X 


5 


这儿 々是 常数.有理化得 


U 


j ) 2 - (« 2 - 4) 




0, 


卽得 


或 


•-f … 。 

X 2 = 2々 （y — 2々）, 


因此原方程的解是两組抛物綫 


y 


2 


.2 


C 


与 


2 

X === 


c'(y — c) m 


如果 （1) 式幷不容易(或在初等函数范围內不可能）解出 / 来，我們可以用以下的几 


何方法: 
命 


dy 


dx 


h 把解方程 （1) 的問題看成为在曲面 


F(x ， y ， p) = 0 


上求适合于条件 


dy p dx 


的曲綫的問題. 

如果 （3) 有参变数表示法 


x = 9(«，"）， y ^ 屮（“，"）， P 


則由 （4) 可知 




dtp 



⑶ 


(4) 

0>(«， v ) 9 

(5) 

IH. 

⑷ 


因此，解微分方程 u ) 的問題一变而为解 



d<j> 

dtff 

dv - 

6e) ^ — 

Ou 

du 

du 

dcp 

Cl> - - L 一 



dv 

dv 


( 7 ) 
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的問題了.如杲能解出（7)， 

v — g{u y e\ 

則 

x = <P(« ， K “ ，《 0)， y = <K« ， 总 (“， <)). 

这就是方程 （1) 的解. 

但一般耕来，求参数表达式 （5) 与解方程 （7) 都幷不容易，甚至不可能用初等函数表 

出来. 

例1•汆 

〆 -一 Axyp + 8y 2 = 0 (8) 

的解. 


把 （8) 看成为（心 y ， #0所定义的曲面，把 y ， 夕看成为参数，則得 


x 


£ +2 i 


由办口 一 iy 得 

P 


JL 4 
— 


卽得 


dp 


i ~ 2 i) dp 


p s 


4 y 2 P 



除去因子 


_ = 〆 一 4 y 2 

2yp 2 4y 2 p 

〆 一 4 y 2 




2 yp 


得出 



ir 


p 


mn p = c y ^. 因而代入 （ 9 )， 


^ A y ^ 9 
4 c 


就是方程 （8) 的解.引进新常数^ 〆 ，得出更整齐的 形式: 

4 


y 


( i ( 


X 




cd\ 


注意我們消去了因子 （10), 这个因子的分子 


— 4 y 2 ^ 0 


給出另一解来，代进 （8) 式，可以获得 


⑼ 


(to) 


(U) 


27y — 4x 3 ， 

它也是 （8) 式的解.又由 （10) 的分母， y = 0也是一个解. 

带一个参变数的一阶微分方程的解称为通解，以上的討論說明了，通解之外还有两个 
特解： 



y 


4 


X' 


■ 
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这是怎样得来的？ 

I 

例 2. Clairaut 方程 

y = xy' + /(〆). 

考虑曲面 

y ^ xp /( p ) # 

取尤与 P 为参数，利用 办= 求 (13) 的微分，可得 

p P + 4 - fCp)-~^y 

dx dx 

卽得 

dx 

由 = o 得 p ，代入 （13) 得 （12) 的解答 

(lx 

y = cx + 代 c\ 

但由另一因子 : e + Hp ) = 0得 

: = 一 f GO ，y ^ — pf ip) + fCp) 

把夕看为参变数，这也是 (12) 的解. 

总之，这儿有这样的現象 ：給了 一个微分方程（1)，我們在它的通解 

少(太， y , «■) = 0 (14) 

之外（卽带有一个参变数的解之外)，还可能有解.其他解的出現是由于曲綫族的一种几 

何性 貭: 存在一条曲綫 L ， 其上任一点都和 (14) 中的某一綫相切.这样的曲綫的切綫显 

然与0的某一切綫相同，卽 〆 相同.因此也适合于 （1) 式这种性质的曲綫称为曲綫 

* 

族 (14) 的包絡綫. 

§ 7.包絡綫 

命 

❿(尤， y ，（） = 0 ⑴ 

是 一 个曲綫族，在 ( ac , y ) 平面上某区域內每一点至少有曲綫族的一条曲綫通过. 

現在想找到曲綫 L ， 使 L 的每一点都与 （1) 族的某一曲綫相切，而且曲綫 L 的每一段 
都与族 （1) 的无穷多条曲綫相切（不同的 e 对应于不同的曲綫），迖样的 I •称为族 （1) 的 
包絡或包絡綫. 

h 

如果包絡存在，則包絡上每一点（〜 y ) 必与族 （1) 中之一条曲綫 

y'i c z ) ~ o 

相切，这 Q 是由点 U ， y ) 所决定的,命之为 Q == c ( x , y ), 卽包絡上的点一定适合于 

少“， y ， 心， y )) = o . 

在包 絡上， y 又是 X 的函数.不妨把 c ( x , y ) 看成为; tr 的函数 〃00,也就是 


( 12 ) 

■ 

C 13) 
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少 (* ， y ， cO)) = 0. 




( 2 ) 





对尤微分 （2) 式得 


dd > , d 0 dy . de 

十 - 


Qx By dx dc dx 


0 , 


这式所得出的 i 是包絡綫上的切綫方向. 

dx 

从另一方面看，曲綫族 （1) 中經过（^， y ) 的曲綫一定适合于 


Q0 + Q0 dy 

dx dy dx 


0 


此处所得出的 i 是曲綫 L , 的切綫方向，由假定可知，两个切綫方向是一致的，所以 

dx 

d0 dc _ 
dc dx 


0 


这就是在一点包絡 （2) 与通过該点的 L , 有公共切綫的必要条件. 

如果1 = 0,卽 e 为常数，所得出的曲綫 （2) 就是 （1) 中的曲綫.如果 i 祥0,朗 


dx 


dx 


在包絡綫上常有 


00 

d 7 




C3) 


曲綫族 ^( x y y ， tf ) = 0上的点，如果适合 


d ❿ （x ， 
dx 


0, 


d 边 (: r 、 y ， g ) 
dy 


0, 


則称为奇点.曲綫族 0>( r ， y ， c ) = o 过奇点的曲綫，在奇点沒有确定的切綫. 


上面証 明了: 包絡綫 y = yOO 适合 （2) 和 （3) ，其中 
不是 （2) 和 （3) 的解 y = y ( x ) 都是包絡. 


夂幻不是常数.反之，幷 


容易証明，适合方程 （2) 和〔3)的曲綫 y = yOO ，如果不包含曲綫族少 U ， y ， O = 0 


的奇点，則必为包絡綫. 
例 1. 求 


y 


c(, X 一 


的包絡. 


对 C 求微商，得 


Cx 一 c ) 2 — 2 c(x — r ) 0, 


卽得 


X 


3 




代人原式得 


这就是上节的特解. 
例 2. 求 


y 


0， 


y 




的包絡. 
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对 e 微商 ，得 

x 4 - fXc) «= 0, 

卽得上节例 2 的特解. 

例 3. 仰角为 ce 的弹道曲綫是 


tg 


g 


2 vq cos 2 a 


这儿 S 是引力常数，〃。是初速.对《来說，这成一族曲綫，求这族的包絡, 
对《微分得 


1 ： if 


0及 


这就是包絡綫. 


sec 


sm 


2 


0 , 


cos a 


4gt4y = 2f/J — 2g 2 x\ 


这包絡綫就是所謂的安全抛物綫，也就是炮弹打不到这抛物綫以外去. 



例4_半立方抛物綫族 


(y + e ) 2 = 


对 （ 微分得 
消去 c 得 ; r = 0. 


2(y + <r) = ()• 

V 軸不是包絡綫，而是奇点 y = — c 9 x = 0 的軌迹. 


§ 8•追踪問題 

我們現在考虑一个导弹 M 追踪一个目标的問題.为了簡单起見，我們假定这样的一 
个追踪是在一平面內进行的.这平面假定就是*， y 平面.目的物可能經常改变它的速 
度和方向，而我們的导弹也經常改变速度和方向.假定目的物經常以角度9来避开导弹 
的方向，而导弹經常以角度0来迎击目标. 

命 1*7 •与 v r 表示目标的位置矢量与速度矢量，命〜与表示导弹的位置矢量与速 
度矢量，命中表示图中所示的角度. 
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显然有 


r M. 


这代表导弹与目的物的相对位置矢量.由 


dr 

dt 


v r — V 


u 



得 


2 

这就是 


d 


dt 


(r • O 




dr 

dt 


* V r 


dr 

dt 


rt/ T cos cp 一 rv^cosQ^ 


卽 


dr 

dt 


t^rcos <p 一 & M cosO 


v 




CD 



(这儿用了 a . b = {alibi cos ( ab )) # 

微分 r • v：r = rt / rcos < p 3 卽得 


_ 


~dT 


+ ( v r — v M ) • v r 


Vj 


^ ( r cos < p ^ + r cos (p ^ Vt 


dt 


命 t 表目标曲綫的单位切矢量，卽 Vr = cjt ， 及 


dv 


r 


dt 


dvj 

dt 


t 


dt 

-， 

dt 


所以 


dv 


r 


dv 


T 


dt 


dt 


t 


dt 


dt 


( 2 ) 



dip 

dt 


n ). 方程 （2) 变成 


rvr * sin — if M v r cos (6 — < p ) = (r cos ( p \ 

dt dt 


(3) 


这就是追踪者与被追踪者之間的速度与方向的关系式. 

例 1. 狗逐兔問題.当£===0时兔在原点，沿着 y 軸以常速率 M 向正方向跑去.狗 
在 x 軸上（“， 0) 处开始逐兔的速度也是常数 速〜. 追逐的情況是狗总是面对着兔子追 
去，卽0 = 0:現在我們由 （1) 及 （3) 得 


dr 

dt 


t^rcos <p 一 


n 


又由于兔 沿雌观 <^， 自口由⑴得 


d 


v\ t/yt^xCOS <p - ( T COS <p\ 

dt 


因此 


vr (r cos < p ) + 办 


dt 


dt 


Pm. 
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firir ， 






^.-^-rWrTi ： uh- |tn- 






积分之 3 得 


Vrrcosg) + v^t — C^r —— vli)t + 


当 f = 0 时， 


^ 5 9 > 


7T 


2 


所以 


c — 


卽 


( t / T cos<p + €/ jtf)r = («4—— t / h)t 4 - v M a m 


在狗追上兔子的时候， 


r 




0,所以知道所需要的时間等于 


t 




2 2 * 


例 2. 設目的物在半径为〃的圓周上以等速7运动，导弹从圓心出发追踪。当/=0 


▼1 



时，目的物在 （ r , 0)，导弹在圓心.若导弹的速度也是 I /， 
且圓心、导弹、目的物常在一条直綫上，求証当目的物行 
至(0, r ) 时，导弹正好追上它. 

設时間 Z 时，目的物在 [ r ( d ， 0⑴]，导弹在 [ nO ), 


氏 W ]， 則 


V 2 



dd 

dt 


2 


dr 

dt 


i 



d 6 

dt 





因 f = 0 时0 = 0，所以 c = 0, 


― B 


t 


a 




(4) 


又由 


(dn 


2 


V 2 


dt 


2 


V 2 


1 


\ a t 


2 


得 


dry 


V dt 


1 





2 


a sirT 1 - 1 = F # + a 

a 


由式: = 0 时 / "i = 0 ，得 q = 0 ，因此 


a sin" 1 — = Vt. 

a 


当导弹追到目的物时 ， r = n 故 

Vt ^ a (5) 

2 


由 （4)，（5) 可知 
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卽当目的物行至 Co , a) 时被导弹追上. 


S 9. 空間曲綫的基本元素 


空間曲綫 （ C ) 也是可以用原点0到变点 P 的变矢量 rO ) 来表示它的.命 f 表示弧 


长，則 



是一单位矢量.这称为曲綫在点 P 的切綫矢量.由于 t 是单位矢量，所以 i 与 t 垂直, 

ds 

— 吿訴我們当弧长$变化时，方向 t 的变化情況.我們定义 
ds 


= 


dt 

ds 


dt 

ds 



这々称为曲綫 CO 在 P 点的曲率，々是随着点而变的. 
由 


ds 


々 n 


所定义的萆位矢最 n 称为曲綫 （ C ) 在 P 点的主法綫的单位矢量 .p = ^■称为曲率半径. 

k 

在任一点 p ， t 与 n 是亙相垂直的. 

命 


b = t X n , 

b 垂直于 t 与 n ， 这样的 fe 称为次法綫方向的单位矢量（由于 t 与! I 是垂直的箪位矢量，所 
以 b 是单位矢量). 

这三个与坐标軸有相同的定轉向的单位矢量 t 5 n ， b 粗成一个在曲綫 （ C ) 上 p 点的 
活动坐标架，而空間曲綫 （ C ) 在 P 点的其他任何矢量都可以在这坐标架上分解， 

我們現在确定 企与亚 的分解情況. 

ds ds 

由 b • t = 0可得 

ik,t + b • 立 = 0 

ds * 

又因为 b — = • n = 0,所以知道 

ds 

dh 

ds 


ds 


t = 0, 


也就是 ^ 是垂直于 t 的矢量，又因为 b 是单位矢量，所以4也垂直于 b . 1旣然 

ds ds ds 

垂直于 t 与 b ，它的方向就一定与 n 相同.因此 


• 139 * 



dh 

ds 


p # 


称为这曲綫的挠率， r 称为挠率半径(或第二曲率半径 X 




攀攀 _ • 


注意，-是可正可負的，这与丄总是非負的性眞不同.当然，这 S 矢量的存在是 

r p 

基于它們的微商存在性的 • 

再考虑^•由 n = b X t 可知 

ds 

= b X X t ^ b X — n X t = 一 々 t 一 — h m 

ds ds ds r T 


这样我們得出了著名的 Freaet - Serret 公式: 


1 =丄〜@^一 (丄 t + ib )， 企 

ds P ds V P r / ds 




■* 


回到原来出发的坐标，假定单位矢量 t ， n ， b 对 X ， y ， 《軸的方向佘弦如下表 


«1 



Y \ 


^2 7i 


則 Frenet - Serret 公式可以写成为 


da 

ds 


Ox 


ds 


玲 i dy 

〆 ds 


n 

p 


ds 


«2 


及 


d<Z2 

ds 


«1 


d§i 

ds 

d §2 

ds 


3 Az 

_ 

P r 


dyi 

ds 


ri 

— —t 


ft ， 


dri 

ds 


ru 


試考察曲率 7 怪等于。的情況，卽得 


da 

ds 


ds 




这說明了 《， iS ， y 是常数 .由 


dx 

ds 


dy 

ds 






dz 


ds 


可知， （O 是一条直綫，卽曲率等于 o 的曲綫是直綫, 


■ 暑參 


* • 0 


等 


冉考虑挠率恆等于0的情況，卽 


dh 

ds 


0, 


* T40 * 


\ 




卽 b = u ， &， Y2 ) 是一常数矢量.由于1>与 t 垂直，故 

a 2 -^~ -h + y 2 -^£- = o # 

ds ds ds 


积分之，应得 

a 2 x + + Y%z = 8 每 

这說明挠率等于 0 的曲綫 ( C ) 是一条平面曲綫. 

• • » t • * • «•♦•••• 

由矢量 t 与 n 所确 定的平面称为曲綫的密切平面， b 是这卒面的法綫方向 

• • * • 


§10. 原坐标表示法 


命 


則 


此处 


r = O, y ， 2 )， 




又挠率 



r 


dh 

ds 



dt 


p 


ds 



H +1 x 

ds ds 


d 2 t\ 

p l ?) 



d l t 


ds z 



dt 

ds 



因为 t X 


生与生 垂直)，也就是 

ds ds / 






注意（一 〆 ） 的系数是由三矢量 



dt dht d^r 
ds ’ dS 1 ? ds % 


d 2 r 


所成的平行六面体的体积.卽 


(f x 



dhr 

ds 1 


/" "/ /// 


X 

V 

Z 

争 



X 

V 

Z 



9 

y 

9i 

y 


¥ 

z 

t 

z 




y 



z 



/〃 /〃 
y z 


以上的表达法是用弧长 J 来表达的，我們現在回到一般的参变数 r ， 卽 

* x — 9(0 ， y = 小 (/) • s = Z(/), 

(― Y - q> n + + r\ 


可知 





dt 

ds 


所以 


( cp ，2 + + r z y i 


dh 

ds 1 




+ W + TX M dt 


ff 


+ W + XT 


(< p ^ + ^ + r 2 y n ds 


因而 


(<p /2 + + r z y 


d 2 x 

ds 1 


£ 

ds 


(扒 0 含) 


免 "(0 


dl 

ds 


2 


<p’0) 


dh 


9 


< p ' 2 + <// 2 + 尤 ' 2 


<P 




W + rr p 


(q > /2 + <A /2 + r 2 y 


9 


同理得到因而得出 


ds 2 ds 2 


(d l x 

^7 


(S) 


ds 2 


2 


< p ni + 0 //2 + r n 

斤 「 + V 2 + r 2 ) 2 


2 («' + 小，矿 + rry 

~~ W 2 + + x /2 y ~ 


(* p > 


// 


W + n") 2 


(屮 ' 2 + <// 2 + x n y 


(y" 2 + 0’’ 2 + X ff2 )(cp f2 + ^ + 0 — ( cpq> n + + 

(^ 2 + f 3 + r i y 


再由怪等式 


或 


(“ 2 + 办 2 + ^ 2 )(^1 + 6 + 4) — ( a^i + bb \ + cci ) 
=(〜1 — cbi ) 2 + (cq — aci ) 2 + ( ai?i — bai ) 2 


可知 


a * a a * h 
b - a b * b 


|a X b | 


2 


A 2 + B 2 + C 


p 2 W 2 + < P f2 + x ，2 y 


而 


A ~ <p’X” — if/’X’, B = X f (p 


<p'X f， ? C — (p’<p” — 


密切平面的公式可由它垂直于 b 得之.由 b = t X n ， 卽 


b 


所以 b 的三个支量与 


{ dx 

dy 
ds ’ 

dz\ 

ds / 

<17 - 

A - 

_ dy 

d 2 z 


d 2 y 


ds 

ds 2 

ds 

ds 2 

B = 

dz 

d 2 x 

dx 

d 2 z 

ds 

ds 2 

ds 

ds 2 

C = 

一 dx 

d 2 y 

— d y 

d 2 x 

ds 

ds 2 

ds 



d 2 y d : 


ds 2 ? ds 2 


成比例，所以密切平面的方程是 


— x ) + B(^Y _ y ) + C(、Z — st ) = 0. 


我們 EL 經知道 


dx t dt 

- - - - - 

ds ds 
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設有一柱面，其母綫平行于2軸， M 平面截取柱面所得的尚綫是 

(0 X = tp(<X )， y = {/»(>)， 

此处^■是 （0 的弧关，它的起点是4 在 （0 上取某 
点#，作綫段 iVM 平行于3軸.若 

NA4 ：=i 々 7 ， 

此处々为常数，为 （/) 弧的长度，点 M 的軌迹 （L) 就 
被称为螺旋綫. 

以下我們将討論螺旋綫的若千 性貭： 

1) 螺旋綫的切綫与某一^确定的方向成定角. 

証. U) 的参数表示是 

x — tp(tf )， y = , s — h 

以 j 作为 （ l ) 的起算点 j 为 U) 的弧长.由于 （/) 上切綫的方向余弦是[9'0)， 0'(<y)]， 
所以 

d/ = + dy 1 + + 々 2 ] 如 2 = (1 + k 2 )d<f 2 
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ds == f — 1 

我們来考察 ( L ) 上切綫与 z 軸所成的角度的佘弦 y : 

dz dz d <5 \ 

ds da ds \ + 々 2 • 

明所欲証， 

2) 螺旋綫上任一点的主法綫与母綫垂直. 

|£,由 Frenet-Serret 定理可知 


H ^ n 

ds 


0, 


卽 n = o . 故明所欲証. 


3) 沿螺旋綫、亜率半径与挠率半径之比为常数，特別当柱面是圓柱面时，曲率与挠率 
都是常数. 

‘鉦.螺旋綫的活动标架与; e 軸所成的角度的佘弦 h n ， y z . 因 r 2 + r ? + / 

及 r ， h 为常数，故丫 2 亦为常数，故由 Frenet - Serret 公式可知 




r yz 

■— — ■" ■ ■— 


0 . 


因此 r 是个常量. 
r 

又以 r 表示 （/) 的曲率半径，則 


o ) + r 2 ^\ 


由心=是 2 有 



_ y"V) + W) — 1 

(1 十々 2 ) 2 (1 + 4 2 ) 2 U + k Z ) 2 r 2 ' 

4 口 

/0 = (1 + 々 2 ) r . 

若 U ) 是圓周 5 則 『为 常数.因此 P 与 r 都为常数. 

联接曲面上两点，使距离最短的曲面上的曲綫称为曲面上的短程綫.平面上的短程 


綫就是直綫. 

4) 柱面上的短程綫就是螺旋綫. 

証.繞着通过/的母綫，把柱面在 u 平面上鋪平，則 AN 与 NM 之比为故螺旋 

R 

綫就是^平面上的直綫，而将柱面鋪平时，柱面上曲綫的距离是不 变的. 故明所 欲証. 


§ 12 - 空間曲綫的唯一性定理 


定理 L 具有相同弧长 h 曲率> 0及饶率的曲綫，可以經过运动(坐标軸 

• «••*• ^ • ••籲 *_籲 
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的平移及轉动)使一条搬到另一条， 

鉦.設 r 与，是具有相同弧長、曲率及挠率的二瞄綫，設这二曲綫弧苌的起算点各 
为0,夂先行一个运动，使</变到0、，上的点</的活动标架变为 C 上的点 o 的活动标 
架.若經过运动后， 〆 变为乙而 e 与 [在 弧:对应的点的活动标架各矢量的方向余弦 
各为 



X 

y 

z 

t 

a 

i3 

r 

n 

i 

. ! 

ai 

. I 

Ti 

b 

a z 

1 

Yi 


与 



, 

X 

y 1 

z 

t 

a 


r 

n 

i 

a. 

A 

7i 

i 

b 

i 

\ 

i 

ft, 

i 

7i 


由 Frenet - Serret 公式得 


da 

ds 

da 

ds 


3 

p 


da x 

ds 


ai dai 

， ds 


a 

P 

a_ 

7 


^ Cl 2 

T 5 ds 






da 


2 


ds 


r 


此处 


P 


fW ， 


g { s ) 


所以 


d 


ds 


(act H - a t ai + «2«2) = 0. 


于是 


叫51 十 cc 2^ 2 = c Cc 为常数 )• 


当 / = 0 时 ， a = 5, ai = 3 l3 a 2 = 5 2 且 a 2 + + a 专 =1 (此乃由于 a ， ai ， a 2 可以看作是 

沿 x 軸的单位矢量在活动标架上的投影).因此 


故 

所以 
同样得到 


aioci 4 - a^t 2 = 1 ， 

(a — a ) 2 + (cci 一 ai ) 2 H ™ ( ct 2 — ai ) 2 




0 




又两曲綫在对应点有同一弧长 f ， 故 


dx 

ds 


a 


x 


a = 


: 

=a i9 

a 2 ^ 

<*2, 

p — 

P, 

a 

-ft, 

ft = p2t 

Y = 

r, 

ri 

= 71 ， 

Yi = 

= 72. 

f ， 故 





=a = 

dx 

• 

， 

dy 

dy 

j 

dz 


ds 


ds 

ds 

ds 


， y 

= 

y+ ^ 2 , 

z : 

—z + 

S = 

0 时 ， x 

=i，y 

■ _， 

=y 



ds 


9 


^35 

5 # 因此 Cl = Q = (3 = 0. 


故得定理. 


关于空間曲綫的存在性問題，卽任意給了两个連續函数 / G ) > 0及£(>)，問是否存 
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在一条空間曲綫以 J 为弧长， fO ) 为曲率， g ( s ) 为挠率？ 

我們可以从定理 13. 24. 1中推出 

定理 2. 巳給連績函数/0) > 0及^>)，設内«内）为空間任意点，《 0 
率，足 0) 为挠率，而且它的始点是内，卽 

馨 攀 參 暑 嫌 鲁 畢 ■ 暑 攀 ■ 

■ 

t(/o) — r 0 


在内点的活动坐标架的基本分量是 

* *•«#••* 


a (和 ） = «0 ， 0(介） = ft >， y (> 0 ) 




To , 


証.解方程 


V 


da 

ds 

ds 

dy 

ds 




Ks ) p ， 


f 0 )a — £<>) y ， 




+ gMP ， 


其初始条件为 


= «0 ， P0。）= ft )， yOo) ^ Yo. 


由 § 1又 24 得到一組唯一的解. 


命 


則 


3 X y. 3^ = y X = a X P 3 


da^ 

一 = 

—雄 

ds 

ds 

W - 

- Ajl 

ds 

ds 

dr* . 

-da 

ds 

ds 


X y + /3 X ， 

ds 


X cl v X 


X j3 + cc X 


da 

ds 

ds 




— fis)a 




釔 Wy 3 % 


公 Wj3% 


且可以証明 


«* U ) =««• ^( S ,) - ft . yYO 


ro , 


故由解的唯一性定理知， 


a 


«， J 3* = P ， 


本 


r 


y 


卽 a 5 0， y ， 蛆成彼此垂直的右旋单位矢量. 


从 


dr 

ds 


a 


解出 


$ 


r 0 十 t a{s)ds^ 

这就是我們所要求的 商綫. 事实上，如果这条 A 綫的曲率为☆)，挠率为0>)， 
量为50)，@0)，歹0)，則 


氏， Yn 为 

舞 

/0)为曲 

參 參 


其基本向 
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* 


而 

但 

故 

于是 

而 


証毕, 


5( f ) = = «*(/)， 

ds 


= 早=午一 Ks)p. 

as as 

K 乃 >0， fO) > o, 

/(^) = fM ， 0 = ^. 



a X p 

=a X j3 

=r. 

KOP 

_ dy 

dy 

=3 . . ■ 


ds 

ds 


gO) 

= gO). 



事实上，定理 2 的唯一性就是定理 1 ，但定理1的証明更直接搜. 


§13. 曲率圓与曲率球 

設曲綫的参数表示是 

x = ^(^), y = y ( f ), st *= z ( s > ) 9 

此处 J 为弧苌.过曲綫上三点 P ( s ), Q(s + Aj ), R(s + 2 Af ) 作球 1 >，当0时，此球 
的极限位置滿足以下三关系式(参看§ 5) : 

U0) — «] 2 + [yO) — 6] 2 + U0) — ^】 2 = K 2 ， （ 1) 

O0) — fl]a(5) + [yO) — 々 ]/3(>) + [s{s) — i-]y0) = 0 , (2) 

O ( j ) — + [ y ( J )— 办] ftO ) + [ 〆 /) — c ] y x { s ') ==■ — /?• (3) 

故由 （2) 可知，球心在垂直于切綫的平面上.由 （3) 可知，球心至曲綫上点的綫段在主法 
綫上的投影长度为曲率半径. 

特別当球心在密切平面上时，則中心坐标应为 

= xO ) + paM , b = y (^) + c = ^( s ) + pyi (^). 

此点称为曲率中心，这一球的球面与密切平面的交綫是一圓，称为曲率圓或密切圓.此圓 
的半径力 P ， 曲率中心的軌迹称之为曲綫的漸屈綫. 

現在决定 一 个球，通过曲綫点尸 0) 及 其三邻 近点! 0(^ + Af ), R{s + 2 AJ )， r ( f 十 
3 A ^), 当么 — 0 时，这球的极限位置除滿足（1)，（2)， （3) 外，还滿足 

O 0) — a ] a 2 0) + [ yO ) — 办] ft ( f ) + |> C 0 — ^) 72 (^) = rp \ (4) 

由 (2),(3), (4) 可以决定球心（《，卜 tr ). 現在引入局部坐标（3, C ), 卽滿足方程 
袓的 三数： 

a — xi^s) 4- Aai^s) 4 - + Cce/r )， （ 5) 


1) 过三点可作无穷多个球，而今为其中之任一个, 
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b — y(«?) + /43(/) + B0i(O + 

c = z{s) + jy ( 友 ） + B/i(^) -h Cy 2 (*f). 


将 （5)，（6)，（7) 三式分別乘以 aO )， j 30)， yW , 然后相加得 

A ^ [a ^ xis)]a{s) + O — y(^)]jB(^) + [tf — 2f(-f)]y(f) ~ 0 # 


同理得 




一 P 乂 


故得球心的坐标为 


a = r(f ) 十 pairs') — rp a 2 (s) 9 

b = y ( j ) + pjBi ( s ) — rp ' ft ( r )， 
r = z^s) 4 - — tpYiis)^ 


球的半径为 



( 6 ) 

(7) 


这一球称为曲率 球或密 切球. 

§ 14. 曲面族与空間曲綫族的包絡 


把§7所耕的推广到空間. 

1) 先硏究带一个参变量的曲面族 

S . <1>(尤， y ， 《， a ) = O . ⑴ 

曲面族中一曲面 v , a a ) = 0上，如果有一点（〜 y 。， O ， 矢量 

( d 0 Q 0 60 \ 

V dx 5 dy ? dz ) 

是零矢量，則点 O q ， y a ， 別）称为曲面族少 U ， y ， z , a ) =- 0 的 奇点. 在奇点上該曲面沒有 

碼定的切平面. 

对“微分得 


00 

da 


0. 


( 2 ) 


从 （1) 与 （2) 消去 a 得一曲面义假設曲面 S 不包含曲面族 （1) 的奇点 • 对一个固定的 
数値 抑， 曲面族中有 一 曲面 s « o ， 与交于 一 条曲綫 4. 我們現 在証明，沿着 4, 与 * s a 。 有 
公共切面. 


在及上 a 是常量 叫 ，所以 


§0 

dx 


- dx + 


dy 


m 


dz — 0 # 


在曲面 s 上 a 是变量，我們应当写成 


雙厶+ M 办+逆厶+ 丝心 = 0. 

dx dy dz da 


由 （2)， 这两个关系全同，因此、与 S 上公共点的无穷小改变 [ dx , dy , d ^] 与矢置 


_ 
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( d<P d 0 

蜃 

\3^ ? dy ， ds 


垂直，所以 与 S 沿！ 0 相切. 

因此，由 （1) 与 （2) 消去 a 所得出的方程，只要奇点不适合这个方程，那末它就是包 
絡,这儿相切性是沿某一曲綫相切的. 

例.球心在=軸上，半径为常数 r 的球® 族 

X 2 + y 2 + ( 幺一 a) 2 = f 2 . 

对 a 求微商，得 


消去〃，得柱面 


一 2(方一 zi ) = 0, 


X 1 + y l ^ r l m 


而相切的綫是一个圓周. 

2) 考虑有萌个参变量的曲面族 

F{x^ y, a, b) = 0 9 

从 



da 




QF 

Qb 


(3) 

(4) 


中消去 a ， 卜得出 曲面又不难証明，它与曲面族 （3) 相切，現在是点相切，而不是綫相 
切.实际上，对固定的 a = a Q9 b = b Qi 一 方面我們得到 （3) 中的一确定曲 面兄， 而另一 
方面，把 a =- 岣及办=%代入 （3)(4) ，一般得出 S 上的一点 M a ， 而点恥就是 S 与&的 
公共点. 


例，球心在6 y 平面上、半径为常数『的球面 

—— a ) 2 + (y 一 b 、 1 + sr z — r\ 

对 & 求偏微商得 ’ 

— 2(^ — a ) — 0 5 — 2 (y 一 = 0^ 

消去 与办得 名 2 = 〆 ，就是說，卒面 e == 土 r 是包絡.包絡和每一个球都于一点相切， 
附記.与曲綫的情況相同，从（3)， （4) 消去所得出来的曲面可能不是包絡，而是奇 


异点的軌迸. 

3) 考虑一个参变数的空間曲綫族 

f\(x，y，a) 0， F 2 (>，y，sr，a) = 0 

能否有包絡？卽能否找出曲綫 r ， 在它所有点与 （ 5 ) 中的各曲綫相切？ 

我們可以把 （5) 作为 r 的定义方程及其中“非常数而是变量.沿 （ 5 ) 得 


^ EL dx + lEL dy 

dx dy 


dF\ 


dz — 0^ 






— 0 . 


⑸ 


而沿 f \ 則 
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如果相切，則 

因而得出 


dx dy 

dx dy 


Sy + 


5y + 





dFi 

da 

dFj 

da 


8a 


8a 


= 0, 

— 0 # 


Sx — dy — 8s 
dx dy ds 


dF\ 

Qa 



dF 2 

da 


8a — 0 . 


当 0 非常量，卽心# 0,我們有 


dF , 

da 


a 0, 


dF 2 

da 


=Q. 


( 6 ) 


—般說来，四个方程不能确立一条曲綫，也就是說，空間的曲綫族沒有包絡 .' 

但如果四个中的一个可由其他三个推出来，則我們可以确立一条空間曲綫，卽把尤， 
y ， r 表为参变量〃的函数.这样，我們就具有包絡了.当然，这条空間曲綫也可能是曲綫 
族 C 5 ) 的奇弄点的軌 迸. 
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第十五章重积分 

§ 1. 重积分 的定义 

假定 f ( x , y ') 是一个在矩形 

(尺) a ^ x d , c y d 

上定义了的函数.对区間 U ，6] 中的任一点〜假定积分 

FCy ) = J f ( x 9 y ) dy , a ^ x^b (1) 

存在，幷且假定积分 

( 2 ) 

也存在，如此我們可以算出 

Ld (尤， y ) 办) 办 . ⑶ 

这数値被称为 / O , y ) 在矩形 （2?) 上的迭次积分，先对 y 求积分，再对 f 求积分而得出的 

• • 

迭次积分. 

如果 Ku ) 在上是連續的，則 （1) 的存在性是沒有問題的，而所定义的 FOO 也 
是在 U ， M 上的連續函数，因此（ 2 )也是存在的.所以任何一个連續函数的迭次积分是 
存在的.但是我們这儿幷沒有說明，这个数値是否也就是先对; t 求积分，再对 y 求积分所 
得出的数値，卽 

L d(x ， y)Jy ) &与 j y^dx^dy 

是否相等的問題. 

由单变数的情況可知，我們所用的連績性是可以減弱的. 

我們現在回顾一下积分 （3) 的意义，利用分点 

x n ^i <i x n ^ by 

^ = yo < yi < … < y m ^i < y m ^ 

把矩形 i ? 分成为个小矩形 

(沢 "） Xi x x^iy yj y y ;+ i. 

积分 （2) 等于 

” 一 1 

2 Pixi)Axi 

t = o 

的极限，此处 Aa = — A 及: r ; 是区間 x f < x < 中的任 一点. 而所謂极限是指 


/ 
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当 max AaT | 

0 < r < ^ — 1 


0 的情況而言.但是为了簡便起見，我們用以下的符号 


又 


是 


6 


a 


F ( jc ) d , 


lim 



) F ( a :;) Aa ). 


f “;）= 


- 1 


S 代 4 ， y ;) 厶沁， = y,.+i — y / 


的极限，而是力 < y < y ;+1 中的任 一点， 总之，迭次积分 




/ O , y ) dy)dx 




/ rr j . mww l . 

2 S /«• ， y ;) 厶 




这样很明显地指出，两个迭次积分是否相等的問題便是两个极限交換的問題.重积 
分的槪念便与重极限的槪念相仿，可以述之如下： 

假定 /0， y ) 是及中的有界函数.考虑和 



(4) 


此处見,是矩形 ( R t f ) 的面积 ， （A V ;)是/^中的任一点.如果“网眼”无限变小，卽 
max | 1 —► 0, max | Ayy I —»* 0, 幷且对 Jf ?;, 中的任一 (^, y ;)，（4) 的极限是存在的，而且 
是唯一的，則 Kh y ) 在 （ iO 上称为可求积的，而以 

Jj f(x 9 y)dR 

u ) 

表示这极限的数値.这数値被称为 / U ， y ) 过（幻的积分. 

与单变数相仿，我們定义 


S = SM"R“ ，= Bd /( 欠， y) 

及 

， = Em it R ih mu = M. f(x, y). 

( x ， y )€ 及" 


与单变数相仿，我們能証明 ：对任 一有界函数，与 ^ 的极限是一定唯一存在的，因而有 
定理 1. /O, y) 在 ( R ) 上的重积分存在的必要且充分条件是 

— mu ') Ru (5) 

的极限等于0,极限的意义是指网眼无限分細而言. 

显然有以下的一批可积函数. 

1) 在（及）上連續的函数一定是可 积的. 

2) 如果 Kt y ) 在 i ? 上有有限个間断点，或者 / O , y ) 的間断点出現在有限多条簡 
单曲綫上，則 Kx ， y ) 也是可积的.什么叫做簡单曲綫？这曲綫有一个参变数表示法 

■ 

0) > y = </ r (#) 3 a < #< j 3, (6) 
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食 


此处 9(0 与少(0是 f 的有連續微商的面数，且仅有有限个极大极小. 

我們討論仅有一条簡单曲綫上有間断点的情況，一般的情況也不难推得. 


我們可以把曲綫 O ) 分成为有限份，其中每一份所对应的 9(0 与 ^(0 都是单調的 
(由于 9(0 与屮 (/) 仅有有限个极大极小).我們不妨假定 

屮 （0 与 ( K 0 都是不下降的函数.在网格（尺 //) 中考虑这条 rpT " 

曲綫所穿过的情況.如果曲綫从一个格子中穿出，仅有两个 n^P 

可能性 ，一 是向上穿出，一是向右穿出 ， 如右图（由右上角穿出 
的情況也不滩处理).这些被曲綫所穿过的矩形的总面积一 >-Hdj 


定不大于 


图 44 


— c ) + Ay 0 (^ 一 a ) 

(也就是把这些“砖”向左平移，移到 : r = a， 如果已有“砖”在，則向上平移，結果不超过最 
左一条及最上一条的面积），此处 


Aat 0 — max( Aj£ ： ( ) , Ay 0 = max (Ay,-). 

由于^>， y ) 是有界的，卽有使1/0, y ) I < M . 作和 

^ — 5 j 

此处 (. Rh ) 过那些被曲綫所穿过的方格，显然有 

T | ^ M[A.x a (^d — c) + Ay 0 (^ — a )]. 

当格子无限变細后 ，： T — 0. 由此得証. 

这証明不但对一条簡单曲綫对，也可以証明对有限条簡单曲綫也对.同时，也証明 
了：如 果在有限条簡单曲綫上改变 / O , y ) 的数値，幷不影响原来积分的数値. 

与重极限及迭次求极限相似的方法，可以 証明： 如果在（尺）上可求积，而且 
(1) 与 C 2 ) 存在，則 

I 

j y)dR = L (!‘/“ ，， ) 办)私 

命 O ) 是 G ， y ) 平面上的一个有界域， F(q y ) 是在 （ tf ) 上定义了的有界函数，我 

們不妨假定 （ tf ) 就包在一个矩形（幻之中，在 （ K ) 上我們定义 

(. _ jFO , y )， 当 O , y ) 属于 O )， 
fU ’ y )== io ， 当 0， y ) 不属于 o ), 

如果/(心 y ) 在 W 上是可积函数，則我們称 FU ， y ) 在 （ tf ) 是可积函数，而且定义 

\\ F ( x ， y^ d(S = H f(x ， y)dR m 

⑷ ⑻ 、 

如果 （W 的边界是一条閉曲綫 <：，任一平行于 y 軸的直綫至多交这曲綫于两点，这曲 
綫在 x = a 与 X = b 之間，幷且X = a 及 r = 6都与有公共点，上 一 部分的曲綫方程 
是 y = <PiOO, 下一部分的曲綫方程是 y = 9>200. 

由前已証明的結果 
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免 1 ⑴ 





囝 45 


存在，則 



/0, y^dR « (f e ’ ( 尤， y^ d y) dx 



^ i ( x ) 




F(at, y}dy Jdf^, 


可知，如果对任一 t 


少 w 

存在，而且 




中 lOc) 


^bC-t) 


F ( r ， y ) i / y(a ^ r ^ 


b 


d 




]j Fix , y)da 





^Pi(t) 


中翥(文） 


fO, y)dy\dx. 


2. 可求面积的域 


命 O ) 代表平面上的一个有限域.不妨假定它是在一个矩形 ( R ) 之中，定义面数 


fix, y) 


1，如果（**， y ) 属于 (< y ) 5 
0,如果 O , y ) 不属于 O ). 


如果 fU ， y ) 在 ⑻ 上是一个可积函数，則 O ) 称为可求面积的域，而积分 


jj f(x ， y)dR 

( R ) 

就定义为域 o ) 的面积. 

依照重积分的定义， S 就等于与（幻有公共点的长方形(2? /; )的总面积，而 S 就等于 
完全处于 O ) 內的长方形（反.0的总面积，而 *5 — r — 0的意义便是与 O ) 边界相交的长 
方形 (/?,;) 的总面积趋于零 ，而这 也就是 （5) 可求面积的必要且充分的条件. 

s 所趋的极限我們也称为 （ tf ) 的外面积，而5所趋的极限称为 o ) 的內面积，因此， 
外面积与內面积相等也是一域 （ tf ) 可求面积的必要且充分的条件. 

如果 （ rf ) 的边界是可度长的，而且长度是有限的曲綫，則（夕）是可求面积的.因此， 
正方形(任意位置的正方形），圓，椭圓等都是可求面积的图形.但是必須指出，我們幷沒 
有証明，現在所定又的面积幷不因坐标系的选择而变化， 卽如： 一个斜放了的单位正方形 
的面积是否也等于1，我們幷沒有証明. 

但是我們知遣，两个沒有公共部份的区域如果都可求面积，則这两个面积的和也就等 
于这两个区域拼成的域的面积.如果一个区域在另一个区域之內，則前者面积不大于后 
者的面积. 


为了要証明我們所定义的面积是和坐标系的选择无关，我們先証明一个最簡单的特 

定理 1. 边平行于坐标軸的正方形繞原点旋轉和平移后，它的面积保持不变《 

証.正方形显然有平移不变的性貭. 
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其次我們以原点为中心 ， 作一单位圓，依 a V 丄， 1 ". •作平行于 y 軸的网格^ 

n n 

命/代表完全在圓內的方块数，五代表与圓有公共点的方块数，則 

穿/<圓面积 <彳五， 

此处7代表平行于 A y 軸边长等于1/«的正方形的面积，幷 且&知 

圓面积 =* \xmq*I = \imq'E 9 

t|-^0» fX^QO 

依中心旋轉，旋轉后的这样方形的面积命之为 〆 ，則我們也有 

《'• 1 <圓商积 < 〆 •£， 

圓面积= lim〆 */ = limg ' -五. 

it ^**60 ” 今 co 

命 qfq. = 8, 則立刻得出 8^1, 卽正方形的面积不因旋轉而变. 

現在我們可以証明，面积与坐标軸无关这一性貭，卽証明，先固定两条互相垂直的綫, 
平行于这两直綫作网格，这样得出的面积是不因选择原来的二綫而变的.实际上，我們将 
証明更一般的定理. 

定理 2 . 把平面分为可求面积的区域 （ AtO , 其中每一个区域的直径 1 >都不超过某一 
数 d， 幷且平面上任一个有界区域只与有限个这样的区域有公共点，这样定义了較一般的 
网格.我們現在考虑一个区域 （ P )， 都在 （ P ) 的內部的 （△〃） 区域的面积之和，記之为 
^ ， 那些与（尸）有公共点的厶〃区域的面积之和，記之为如此則当 4 — 0 时，^趋向 
內茴积，而^趋于外面积， 

这說明了，任意的网，只要 d -^ 0 , 都可以用来量面积，而且算出来的結果是一样. 
fe . 如果 ( A ^) 就是平行于两軸距离等于 J 的正方形的网所对应的#与^用五及 
J 表它們.前已証明过五趋于外积 分皂而 /趋于內积分 a. 

由“的定义，对任一 e > 0,可以有一神正方形的网，使/ > a — e， 命 A 代表 （/) 的 
边界与 （P) 边界的距离（卽各取一点的最短的距离，由于 （△〃） 是 P 的內点集，而且 （△") 

是閉的.所以;1>0)，如果収 i <^ A， 則与 （J) 有公共点的 （AtO —定位于 （P) 的內 

2 

部，同时 （ J ) 也在 ) 之中，所以（当 d — 0 时 ） f > a — s , 

再証^ 取任一个（^)，命 A ' 代表 ) 的边界与 （ P ) 的边界的距离，作出 

* 

具有 ^ = yA / 为边长的正方形网格，任何这样的与（^)有公共点的正方形是由 （ P ) 的 
內点所組成的，就是 

由不等式及其中 S 的任意性，可知 ^ a. 

同法可証，当 4 — 0 时，# 

定理 3 . 面积不因旋轉而变 i 七. 

这定理是定理 1 与定理 2 的推論. 

0有芥区域的直径是指域內任两点的距离的确上界. 


I 
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重积分 


S 3 . 重积分換坐标 


jj f ( x , y)dx dy 

(<n 


可以視为网格的面积 A ^ Ay 乘上在这网格中一点 0， y ) 的面数値 / Or ， y ) 的总和的板限, 


而厶办称为在笛卡儿坐标下的面积元素. 

在极坐标中，网格的面积（图 46) 等于 

丄 [(/® + A/c») 2 A 汐 一 /O 2 A0] ^ pAp^d 
2 

(略去高阶項），所以 M 也可以称为极坐标下的面积元素，因而得出 

ff f { x ， y)dx dy = F ( p , 6 )pdp dd ， 

⑷ （<o 

这儿 F ( ip ,0) = f { pcosd , psiR 6). 

特別，当 Kx y y ) 1 的情況，我們有 

f L pdpdd == + - 

取巧 === p 及内- = 0,卽得我們前所已知的极坐标求面积的公式. 

更一般些，依照 

< p { x , y ) = «, y ) ^ v (1) 

引进新变量 “与” 来代替尤与 y ， 幷且假定由方程 （1) 可以解出 

x — v ) 9 y — 沴 i («， "）， （2) 

而且成——对应的关系. 



我們現在来确定用曲綫坐标（《， 〃） 时的面积元素心. 

我們考虑两对邻近的坐标曲綫 

(jp(x, y) — u y y) = m + A «， 

^(^5 y ) — 0( 太，7) = "十△"， 

我們計算这些綫之中的面积，也就是要求出的面积 C 图 47). 


• 156 • 





不計高級无穷小，四点队， M 2 , M 3 , M 4 坐标各等于 


9 iO 


xi = ")， Vi 少 i («，"）， 

， "） =<pi(«, 4 - 7. ^). a«, 

Ou 


< 


y , 、 . 3 也 (《， "） ▲ 

屮 1 (« + Ar / 9 V ) =0 i («， Atf ， 


cpi{u + △» ，"十 A ") = 9 lC «，"） 十 


dcp^U, o) 
du 


^ x dipiiu^ v) ^ 

y 3 = 也（《 + A«, v + At/) == («, c^) 4 - ^ Am 


dgyiCuj u) 
""" 

dipi{u y v) 

du 


Ae^ f 


Ae^ 9 


及 


= cpi^Uy t/ + A") = cpi(r /， ") + △"， 

dv 

™ (pi^Uj v + Af/) ~ 0iC« 5 ^) + ^ ~ At/ 


l >4 


dv 


由这些公式直接推出 


yi — y \ = ~ 


卽得 M x M z M , Mi 是一个平行四边形，这平行四边形的面积等于三角形的面积的两 


倍；因此可知 


dtJ = | xi(y 2 — ya) — yv(x 2 — x 3 ) + (x 2 y 3 — ^2) I 
= K^i — ^){y 2 — ys) — (yi — y^)(^2 — ^3) U 


代入坐标表达式可知，曲綫坐标的面积元素 


d<y 


d < pi (“， y ) c /) — d ( pi (^ u y v ) d 中 iia ， v ) 


du 


du 


Qu 


du dv ^ [ D I du dv 


(請注意 Z ? 的絕对値），因此得出二重积分的換元公式, 


• 聲# 


(j /(a ：, y^da == H F(«, v')\D\du dv 9 




a 


此处 F ( w ，《0 是 （《， p ) 的函数 3 由 /(A y ) 經变換而得 出的. 

在变換 （1) 中，我們也可以把《， " 看成为垂直坐标，这样便把 O , y ) 平面上的区域 
O ) 变为（《， 〃） 平面上的区域（(/)，而积分公式改变成为 


M /U ， y) ^ = H F(«, «/) \D\du dv t 


(o t〆 ） 

由此也可以看出，当区域 （ ff ) 变为区域（ 〆 ）时，1纠是 O ) 中的无穷小面积与 W ) 

n 



In 




~ 


图 49 
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中对应的无穷小面积的比. 
例 U 以极坐标为例. 


如果把 O , 約看成为直角坐标，則由 


r cos 


8, 


y 




r 


sin 9 


得出一个由 （A y ) 平面到 （ r ，0) 平面的变換，但一长条 

0< r < oo ， 0 < 0 < 2» 


就变为 y ) 的原点除外的全平面，而且其間有 


■ - _ . 


▲ 


于原点尤= 

行列式等于 


0 ， y = 0,在（0， r ) 平面上是一^条綫段 


对应的关系（图48及 49). 但对应 
，= 0,0<0<放，这变換的函数 


6 (r cos 0) 6( r sin 0) 



cos 5 sin 汐 


sind 


r cos 


9 




卽得前所証明的极坐标面积元素 dr J 見 


在 U ， y ) 平面上的单位圓0 < / + y 2 < 1，經极坐标变換后变为 


0 < r < 1, 0 < 5 < 2»_ 


在0, 5) 平面上是一长方形. 
倒 2. 再引进一变換 


如此則 


函数行列式等于 


現在考虑区域 


X + y — u y y = vu y [x = «(1 一 

( y 

u x nr y ^ v — - • 

x + y % 

i 

3( 尤， y) _ 1 —" 一 “ — 

- - - -— — j —* %i 

0(“ ， v) V u • 


x > 0^ y 〉 0 ， x + y <Z 1 0 

經变換后的情況，卽得 * 



tt = x + y < 1 ， «(1 — ") ；> 0, 

化簡得 


1 >«> 0 , 1 > ^ > 0 , 


uv > 0 # 


卽 O , y ) 平面上的三角形: t >0， y >0 ，jr + y < 1，經变 
換后得到 U ，〃） 平面上的正方形，而且是一一^对应的.因 


而 


jj Kx, y^)dx dy *== j 。 

y>0 
ar + y<l 


F(« 5 du dv m 


例 3 . 求界于半径为“的球与通过球心的半径为 a /2 
的正圓柱之間的体积(如图 50). 以球中心作为原点 3 球的 
方程是 
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x a + y 2 + = a l 9 


柱軸交 f 軸，卽經过 


，柱的方程是 


全)、 m +) 1 . 


卽 






ax 




2 


所求的体积显然是第一个卦限中的体积的四倍. 


积分的区域是圓柱的半个底 ，它的 界綫由半圓周 


acosdy 0 6 


及 f 軸上的綫段所組成. 


由 r 二 r 2 可知，所求的体积等于 


4 


奮 


dd 


o 


J a co 

o 

嘛 

J:( 


2 


2 • r dr 


{：[ 


r 2 )t 

■■ 


CO* 


dd 


a 3 sin 3 O^dd 


e-^ccso — ㈣ 

L 3 ， 


n 


Q 


c= 


(f 




§4. 重积 分的基 本性質 


1) 常数因子可由积分号下提出来，卽 


UafiP^ - 

(<0 ttf) 


2) 函数的代数和的积分等于各項积分的代数和，卽 


jj t/(P) + g{P)]d<y = ^[f(P)d<y + ff g(P)d<x. 


这两性貭合幷后得出，对任二实数 。与 b 常有綫性关系 

]](«/(?) + - a^f{P)d<T^ b^giP')^ 

⑷ ⑷ ⑷ 

3) 把区域 O ) 分为有限多个部分区域，且它們沒有公共內点，則过整个区域的积分 

等于过各区域的积分的和. 

例如，把 （ tf ) 分为00与0 2 )，且00与 (内) 沒有公共內点 ，則 


jj/(P)^-Jj f{P)da -h^f{p)d(j 


(可加性) • 
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4) 如果在 Or ) 上， f ( P )< 〆 ？），則 


特別是 


> 

|JJk 尸 ) +JJ \f(P)\d<r. 


5) 如果 < p ( P ) 在 （ 〆 ) 上不变号，則有下面的中値公武，卽在 O) 中有某一点 P a ，使 


(( f{P)(p{P)d<X^ f{P 0 ) j j q>i?)d<J 

(<?> ( ff ) 


( f ( P ) 是連績函数). 

特別，当= 1时有 


]]/( P )^ - /( PoV , 


此处 d 是区域 o ) 的面积, 


多重积分的瑕积分(或称反常积分），我們不再詳細討論(仅于§ 8中举列說明），我們 
仅請大家注意二点，1.如果因为函数値而反常，則先作小域包有那些反常点，然后再看当 
域变小时的 极限； 2•如果反常是由于域的无穷.則先作不反常的域，然后命不反常的域 
趋于該域. 

例如:在求 


OO 


ij fix, y}dx dy 


时，可以从 


iim r i 


/(x ， y)dx dy 


出发，但現在的可能性比一个变数的情況多得多了，因为我們还可以考虑 


M a 


Urn 

Ni—oo 

N 2— 00 

Ml->oo 


Nl, 


Khy ) 心办及 Km 



y)dx dy 




tffr «r 
守寺 • 


例 1 . 考虑定积分 


dx dy 




#1， 


此处 o ) 是整个平面，先考虑积分 





dx dy 


換极坐标得 




(1 + x 2 + y 2 ) a 


r(R) 





rdr d6 


(1 + r 2 r 1 - a V(1 + R 2 y- ] 


1 


若 a < l ， 則当 及 — OO 时，右边无限上升，所以原积分发散：若 (1>1 ，則 Kmr(lO 




-* 1 
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所以証明这积分的收斂性 • 
倒 2. 由于 


♦ 




dx = f j e —pdpd6 


_ 7 ze 


t 


所以 


r ， 


dx 




例 3. 考虑重积分 



dx dy 


0 ^<l 

0 < y^l 



■ 


我們先求 



dx 




0 


■ || k n 

y dy ^ {Ji — V s )• 




0 时，得原积分的数値为 




5. 


重积分 


抽象的三重(:及多重)积分的定义与性貭不难由与前相仿的方法获得. 

以上所耕的二重积分，固然可以理解为体积，但也可以理解为分布在平面区域（約上 
的貭量.如果区域上的总貭量等于 Am , 則当 AC 趋于一点 P 时， 

Hm — = p{P) 


存在，那末，我們称 〆 P ) 是 p 点的密度， O ) 上全部貭量可以写成为漸近式 




2 pip)^. 


当网眼无穷精密时，卽得这物貭的总貭量等于 


U p(pW. 


我們可以用相似的方法来硏究空間的貭量問題. 

命 z ) 是該物貭分布的密度，則在域 （ c ) 上的总眞量等于 


jjj p{x, y, z)dv. 


它是 


jsr)A<y 


(r> 


的极限，当网眼无穷精密时的极限；这便是三重积分.这样积分的訐算可以分为三次一重 
枳分算出(关于可求积分及可以由迭次积分求出的条件，一如以前所說过的 X 


在实际計算 


fj j Kx 9 y, z)d& 
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时，我們用以下的 步驟： 首先把区域 O ) 的界面 （0 投影在 xy 平面上，得区域（‘），再 
通过 C < y , y ) 上的一点作一平行于 2 軸的直綫，穿入与穿出区域 （〃） 的枞坐标以 a 与&来 
表它.作单积分(把 A y 看为常数） 


F(r, y) = i f(x y y, z)dz % 


这单积分对 （ Av ) 中的点定义，然后再求二重积分 


jj ■^'(太 ， y 




这就是三重积分的数値. 

以上的积分还可以化为迭次单积分，卽得 


jjj /(^ 5 y ? ^)d 


6 


a 


dx 1 dy 


[" Kx , 

J Si 


y, z)ds 4 


这也可以写成为 






z^)dx dy dst 


的形式，而办办办也称为直角坐标的单位元素，也就是以办，办，厶为边长的无穷小长 


方体的体积. 

注意.以上的討論是指平行于 Z 軸的直綫与 O ) 的交点不多于2的情況，但是对一 
般的情況的 硏究， 幷无特殊困滩，只須分割成块，逐一求积分，再求总和卽得. 

用同样的方法，我們可以得出換变数的公式 


U ) 




y , z^)dx dy dz 



y, g ) 

dQu ， ”， w ^) 


du dv dw, 


此处 F («, t ,, O /) 是經变換由 fix , y , 幻变出来的，而 y ’ g) 、 是該变換的函数行列 

oC « ? v 3 w ) 

式. 


在換变数的时候，我們必須注意， 

特別有 
1) 柱坐标 


- £ "\在积分区域內是不变号的. 

<J\U J U y W) 


的变換的函数行列式等于 


r cos 0, 


y = r sindy 



从而有 


占(尤， y ， 之)_ 

_ _ _ _ _ jf ___ 

d(r, d 9 z) 



y ， z)du — fjj F(r, d y z^rdr dddz. 


这儿 F 0, h 幻是 r ， 0， = 的函数，它是由 f Ot ， y ， d 經坐标变換而得到的. 
2) 球坐标 
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d(x^ z) 

0(py 6, <p) 


p sin 6 cos (p y y = p sin 6 sin <p y 


sin 0 cos < p 5 sia 0 sin (p ? 
p cos 8 cos <p y pcos 8 sin cp ， 
p sin & sin <p ， p sin 0 cos (p 5 


p cos 


cos 


6 


p sin 0 


0 




p 2 sin 0 




所以有球坐标的积分公式 


， (p)p 2 sin 0 dp dd dq >, 

U ) ⑷ 

这儿 F ( p ，0，9) 是 P . O , < p 的函数，它是由 f U 5 y ， s ) 經坐标变換而得到的. 


倒 1. 求充滿有不均勻物貭的球段的貭量，其密度正比于到这球段的底的距离（如图 


51). 


以球心作为原点，用〃記球的半径， A 記球段的 


高， r 。 記球段的底半径 # 

在柱坐标系中球面的方程是 

r 2 + 2 r 2 = a % % 

密度的改变率由下面公式来 表达: 

fir ^ <p y z) ^ & -b cz y 

其中 & 与 c 是已知的常数. 

应用 1) 的公式得到 



图 51 


H 卜 


cz^)r dr dcp dz 




f l* Cry 

o^Jo 


s/aa«r* 

rdr 1 (厶 + cz)dz 

a 一 A 



2 丌 l I bz H - z 

2 

代人 = 的値再求积分，就得到 


x ^4 r * 


dr 


Z' 


bv 


rl 

4 


其中泛是这球段的容积. 

例 2 . 求一个密度不均勻的球的貭量，設在同心球层上密度相同.在这情形下，依照 
条件，可以算作密度只依賴于/ 5 而由函数 /( P ) 来表达，这就給出 


m 


= ^y^fip^p 2 dnd dp dd d(p = I dcp I sin Odd f Kp)p l dp 


,a 


4 丌 I Kp)p 2 


0 


若密度是常数而等于 1 ，就得到球的容积的表达式 


^ = 4 ^ ( p z dp ~ i- na ~ 


0 


3 




例3-設有界于坐标平面与平面 : r + y 


之間的四面体 （ P )， 它由下列的不 


等式来 确定: 
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引用新的变量 


太〉 0; y>0; ar 〉 0; x + y + z <i 


f 十 y 


夺 l ; a(y + 艺 ) =； a 2 z = qiqiq ^ 


我們把（办，仍，仍）解释作为直角坐标，由上面的公式 推知: 


《1 


y + 




(y + sr ) 


毋 


孑3 


az 


y 


y + ar 


或 


《 i(0 — ^t) 


y 


q ^ q 2 {a — 


《必 《3 


与 §3 中完全一样，四面体 （17) 变換为立方体 （ R ): OCq x < a ; 0< q 2 < a ； 0< q 3 < a m 


这里不难算出 I > 


q \ qi , 于是变換公式就是 


y, ^)dx dy^z^ jjj ^(^i ? ^2, ^3) — 3 (fiqz dqi dq 2 dq 39 

{ V ) { Vi ) a 

这儿是由 f y , 幻經上述的坐标变換而得到的；或者，如果确定出积分限 


的話， 


W a—x / "a—r* 

。 dy )o ，（ r ，A S ^ dz = ~ 3 J 0 J Q ^ q 2 l ^ F ( q u q 2y q s ) dq z . 


§6。矩 


現在考虑有几个貭点 


M 1? M 2 


, M n 


的貭点系，它們的眞量各等于仿 m 2 


，叫，系中每貭点到平面 （ A )， 或綫 （/) 壺点 （ P ) 


的距离的々次方幕与該点的貢量的乘积之和 


n 


NT 1 k 
Zj r ^ m iy 

I SS 1 

称为这个貭点系对 （ A )， 对 （0 或对点 （ P ) 的々級矩. 
零級矩就是这个系統的总貭量 


n 


2 


—級矩就是这个系对 （ A )， 对 （/) 或对 （ P ) 的靜力矩，而 




n 


n 


Xi 


2 


2 miZ i 


X 


V 


z 


称为这个系的重心.二級矩則称为慣性矩.例如， 


n 


n n 

2 X% i m ^ S (y? + W) 尔 i ， 2 (W + y? + z T)tm 


分別表示对 yz 平面， r 軸及原点的慣性矩，而 
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2 

i = i 

表示对 f 軸的离心矩. 

如果考虑的不是有限多个点系，而是連續分布的貭点，那末依照貭点是按直綫，平面 
或空間的分布，分別将上面的和換为单重，二重或三重积分.而以点 M 的密度八 A /) 乘以 
单位长度，单位面积或单位体积来代替因子 

例如，三維空間区間 O ) 关于原点的慣性矩为 


U ) 


例 1. 求均勻球底錐的重心，如图52所示，重心落在軸上，这时只須求 


zdv 







这里我們有 


lit ra fa 

dcp \ sin d dO \ p 2 dp 
o Jq Jo 




2 

3 


； T0 3 (1 — cos a )， 



zdV 




{V) 


r ^ f a 

Jo Jo 


sin 6 dd 


j pcos Op 2 dp 


a 


■a 


2 tv \ sin 0 cos 0 dd \ p l dp 
Jo Jo 


n 


a 4 (l — cos 2 a ) 3 


3 1 —— cos 2cc 

z g = 一 “ -- 

16 1 — cos a 


8 


a(l + cos a ) 




—(2 a — A ), 
8 


其中 a 是球半径. 




例 2 . 若重心与坐标原点重合，則所有的静力矩等于零，这可以由下列关系式直接推 


出来: 


j jj x f 

( F ) 


jjj = rny £ . 


J J J ^ dv = mzgm 

CK) 
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例 3 . 求均勻正圓柱体(如图 53) 对于圓柱的軸以及它的正中断面的直径的慣性矩. 
密度算作是常量且等于/。，我們有 

^ = rS dr d<p dz = 2/ 0 1 dqp 



r m: r 

J x = /a jjj { z 2 r 2 sin 2 <y>)r dr d(p dz — 

J h tin fa 

dz \ d(p \ (^： 2 + r 2 sin 2 < p)r dr 

o Jo Jo 


dr l dz = no 1 hf { 


a 


2 


C2n th ra 

2/ 0 l dcp I z 1 dz l r dr + 2/ 0 
Jo Jo Jo 


h 


0 


sin 2 <pd<p \ dz 



3 


dr 




— 7th $ a 2 f Q + — ha!% 




3 


2 


3 


4 




其中 2 A 是柱休的高， 0 是它的底半径， m 是它的貭量. 
例 4. 求均勻椭球体 



z* 


b 


的慣性矩. 


J xy 




A\\^ d 

(V) 


x dy dz = / 0 1 z 2 nab (1 —— 


dz 


c 





m 


5 


5 


y 


此处 m 为椭球体的貭量.置換字母，不难 求出: 


J 


yz 


5 




ZX 


5 




J x ^ xy ^ xz 




m 


5 


(占 2 + r 2 )， 


〜 2); b 7 G 2 + 巧， 


Jq *^xy ^yz ^zx 

例 5. 汆刚体徺 0?) 軸轉动时的动能. 




5 


(a 2 + + c 2 \ 


我們知道，当物体以角速度⑴繞（ 5 )轉动时，物体每一点速度 P ( q 为这点到 

轉动軸的距离），把物体分成貭量单元厶氕以厶 T 表对应于該单元的动能，于是就有 

t Sat . 

由于 Am 的微小性，可以看成它的全部貭量集中于它的任何一点这时单元 Aw 的 
动能 Ar 就等于 


因此 


AT 


— V 2 jSm = — to 2 r^ /(Af) 
2 2 


T 



2 


<o 2 rlf{M)dV 


2 


uy 2 Jg 
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其中 


Ji 


Ji = jj ( rlf(M)dV 

ivi 


是物体对于轉动軸 （5) 的慣性矩. 


§7. 曲面的面积 


我們假定曲面 *5 的方程是 
且命 X 


S = fix , y ). 


P 


§1 

dx J 


q 


df 

^ dy m 


曲面 Cs) 在: ry 平面上的射影是区域 GO, 我們把区域进行分割，命 Ac 是其上的一 
小块，幷且假定它是 *5 上的一小块 A*S 的投影.我們硏究 △() ■与 A 5 的关系.在 Aa 中取 
一点（太， y)， 在 S 上有一点 Ot，y， fix , y))， 在这点的 


切平面是 

I 

一 x ^) —— h (y 一 y ) = Z 一 z . 
dx dy 

这切平面与 a ：， y 平面的夹角命之为 r ， 則 

1 

cosr 这 - —- 二、 

T V 1 +〆 +穿 2 

命 A 5' 是切平面上的一块，它的投影是 Ad ， 所以 

Act = W 

^ \ + p l + q 2 

如杲我們定义 S 的面积为这样的 A 5 f 的和的极限，則 



S = lim 2 W, ^ 2 \A + 〆 + 令 2 Atr. 


因而得出 


S 


+ P 2 q l da p 2 -f- q 2 dx 


积分号下表达式称为曲面 S 的面积元素，以 

ds ^ Vl + p 2 + d^ X y 

表它 • 


在这些公式里，我們假定 f 与7是〜 y 的連續函数. 

这公式的缺点在于 :定义 是与; 《 ry 平面有关的，換言之，如果另选一組坐标，这数値变 
否？ 


又如果通过心的一点平行于 S 軸的直綫，交曲面于一点以上，可以把曲面切开来算, 


例 


4 


計算半径为〃，中心在原点的球面，在第一卦限中，被圆拄 
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截取的部分的面积（图 55). 由球面方程 


有 


ar 2 + y 2 + af 2 




a 


z 




P 


X 


^ a 1 — x 2 — y 2 m 


x 


\J a 1 — x 2 — y 2 


一 — ； q 

z 


y 



1 + p 2 + q 2 





x 4 




V a 2 一 x 2 — y 2 


+ y 2 + s 2 


y 







2 2 
z 


z 


a 


si 




s 





dr dcp 


了 C fl cos V 

a i dcp 


dr 


a 


5 


a j ( a 2 — r^) j 


o 


I r=acos ^ 


o 


V? 


r 


2 


r =0 


d<p 


a' i (1 — 
o 


sin (p^dcp ~ a 2 


n ! 
2 





m 55 



例 2. 求柱面 


被柱面 


+ y 2 = a 2 


y 2 + z 1 — a 2 


截下的一部分的面积(如图 56). 


本題以 y 与 a 作为自变数比較方便.图上画出的面积等于所考虑的全部面积的 


8 


所以就有 


其中 


S 


j j \/ 1 p 2 q 2 • dy dz ， 




P 


dx 

dy 


x 


q- — ^0; 
dz 


于是 


1 + p 2 + 彳 2 




vV 




a 


a 


x 


x 


a 2 一 y 2 


■a 


V d 2 —^ 


5 — 8^ l dz 


dy 


Q 


0 


8a 


Z2ltc sin 


i. 


■y/ ^ — 

7 

^a 2 z 2. 


a 

z=^Q 


a / 2 ■ 

Sa \ arc sin — 

o a 


z 


2 


dz 


a 


0 


Z 


a 1 


dz 


z 


2 
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ss 


%a 


n 




%a % 


z = i ^ 


我們現在硏究由参变数表出的曲面的面积公式，假定 


机《，夂）， 




< K «， *0, 






如此則 


dz du t dz dv 
-- 十 - ， q 

du dx dt/ dx 


d^£ du 
du dy 


dz dtf 

dt/ dy m 


換变数后 


Vi + 〆 + q 1 dx dy 


L I ( dz du 

X \^^ l\dudu 


dz _ 


dSL ) 2 + ( dz _ 

dx) \du 


Qu 

dy 


dz 


dy V 

" aiT / 


3(«，"） 


由于 


d( 0；， y) 


dix ， y ) y i 

t /)) 


dx 

du 

dx 

Qv 


dy y 

du 

dy 

Qv j 


dy 

a £ 

du 


\ 

aT 1 

Qx 

Yui 


3( at ， y ) 

d ( w 3 泛） ， 


可知 


dy 

dt / 

dx 

du 


^ 3( 尤， y ) 

dx 0 (^Uj ’ 

一 3( y ， y ) 
dy d(«，《0 


企 = 一 I djx, y) 

du dx d(u ， t/) 


_ dv \ d(x, y) 




du 


dy \ d{u y v) I* 


因此 


dz du + dz 
du dx dt^ 


(dx dy dx 

乂 Qu Qv Qu 

+ / 

、 du Qu 


dv V 

a 7 / 

dy\ 

du) 


+ 


dz du + djg 
du dy dr 


dz dy 

du dt/ 


[£_ du V d{x^ y 
v dy ) 、 0{u 3 v 

h dy V 

u du / 


y) P 


+ 


0£ 

dv 


dx V 

a 7 / 



2 


+ 


( Qy \ 2 ^ 降 yj \(^ l ) 2 

\du/ 、 du) \l\du/ 

dr dx + dy dy + dz dz V 

du dv Qu ^ du Qu / * 


dy' 
Qp * 


2 


( t)l 


命 


(f )、o 


2 


+ 


dz 




du 


) 2 , 


dx dx + dy dy + dz dz 
du Ot/ Ou Qt^ Qu Der 


⑼ 2 + ⑼ 

\ Qz / / \ Qt / / 


2 


+ 


dz 




dv 


)2, 


則函面积的公式变为 


jj ^ F du dv m 
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所可注意者， EG - F 2 是微分二次型 


Jat 2 + *4* 




dx du -h —du 


du 


dp 




Q y du ^^ y . 


Qu 


du 


+ 


dz 

Qu 


du 


dz 

dp 


i 


dv 


E du 2 -t 2 F dudv -h G dv ' 


的判別式. 


§8. 物質对一点的引力 


假定該点为 c ( x , y , z ), 它的貭量等于1，物貭为〃，我們現在考虑这一物貭"对 
点的 引力. 

把物貭〃分为小块，命 A « i 为其中一块的貭量，在这一块中任取一点 MU ， ％ G ， 命 
r 代表 c 与 M 的距离，卽 

r = V(x — $y + (y — ijY H- (r — C ) 2 . 、 

假定这一块的眞量集中 Ai 点，則这一块与点^的引力大小等于 

Am 

r z 

(我們假定引力常数等于1)，这力成一矢量，它在 t y ， 2三軸上的投影等于 


Am ^ — x 77 


y 


Aw C 一 怎 


2 


所以全部引力的三軸投影的近似式是 

X 〜 2 ：立二 ^Am ， y^^lLZLy 


Am, Z 〜怎--- Am 

* & 


m 


r 


命 Kl 7, O 表物貭在 M 点的密度，所以 Am 〜当分法无限精密时，得极限 





户至 ^ 厶 ， y 



^i dv ， z 


v 



c- 


dv m 


a) 


p 


if 


积分中 KhO 过物貭所占有的地位"，而X， Y，Z 是 x，y, 2：的函数. 

这三个积分是重瑕积分的例子，当然，如果 O, y， 乃在〃外，它們幷不是瑕积分，但 
当 U，y，=) 在〃中，被积函数有时变为 oo, 因而是瑕积分了.当然从物理性貭我們知道 
这瑕积分是存在的，实眞上，我們也可用数学严格証明 如次： 假定忾是函数 juO, y，r) 

I 

在 P 上的上界 Jt ] 此 


$ — X 




我們考虑 



( 妒 > 


r 


dv — lim 



dv 

r 2 


U- f )2*Hy_V >+U — C> 2 >»* 


用以 （r，y，=) 为中心的球坐标: 
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^ + psinl 9 cos < p . 


V 


則得 


Jfl 


=y + p sin 9 sin cp ， C ~ z + p cos 0, 

- =j l d<p l sin 6 dp^ 

r 2 Jo Jo Je 


(x — f )* + (y w 9 )®+(js 一 


这几 rf 09, 9) 是物貭 ^ 的表面的球坐标方程.当 e 4 0时极限显然存在，也就是 
表达尤， y ， z 的瑕积分都是存在的 . _ 



所以关于 wz 的积分可以改写成为 


x 


Y 


Z = 

引进物眞在 e 点的勢量的积分 



{V) 

如果允許积分号下求微分可以立卽得 


扭 y = 並 Z = §R 

dx 5 dy 7 dz 


( 2 ) 


⑶ 



可以証明，当 Ke ， v ， C ) 連續时，在整个空間积分 X ， y ， z 是 Or ， y ， 約的連纘函数 ， tr 
是連續函数而且有一級偏微商，幷可由 （4) 表出来. 

如果允許我們再一次积分号下求微商，則得 



(5) 


这 些公式仅当点 cdx , y , O 在吸 引物貭之外时正确，就是在 （〃） 之外时正确.如果^ 在 
M 內，則由于 

石 2 P 、 — 3( 竽 一 欠） 2 1 

_■ ■ _ ■气 I ^ I _-_ , * ■ ■■ -l — ■ 

dx 2 \ r / r 5 〆 


•171 






— 的积分表达式不再收斂，卽势量1/的二級微商不能在积分吾下求微商两次得之. 
ox 2 


由于 





go 細 一 膽— 产 ㈣ 十 


所以当=在 （〃） 之外， f / 适合于 

d 2 U + + d 2 U 

^ d 7 ~ d ? 



这方程称为 Laplace 方程.所以，占有容积的物貭的势量，在出現于这物貭之外的点 ci ^ x , 
y , z ) 滿足 Laplace 方程. 

我們再硏究点 eO , y ， 乃在"內的情況. 

取一密度均勻 Ox 是常数）及半径为0球心在原点的球，取沉为 z 軸，取球坐标 
0,0， ？>) 得 


此处显然有 


先求对0的积分 


u = = ^ ir \i io p ~ " in d ' dcp de dp> 




p 2 + : 2 — Zpz cosd m 


sin 6 d6 


o 


* 


⑺ 


在这积分中把 P 与 9 視为常数，把变量 r 代替0，則得 


r dr — pz sin 6 dd ， 


sin 6 dd dr 

r pz 


分两种情況来定出积分的区域.若 z > p ， 則当0由0变到？1：时， r 由 z — p 变到 z-h p ； 
若 = C 則 r 由 p ~ jet 变到/>十所以 


* sin 6 d6 



! (方 > p )， 
pz 怎 


dr 

P z 


2 


{z < p). 


代人 （7) 中，而分两种情形来討論. 

首先是^在球外或球表面上，这是于是所有的区間 （0, «) 上 P 的値 < =，所 

以有 

V^A 2n dq> [1^-^ 1 ^ = ^, ( 8 ) 

Jo Jo s 3z ^ 


其中 w 是球的全部貭量. 

再討論 < 在球內的情 況：把 这区間（0, a ) 分为两份：（0, r ) 与 O , tf )， 于是得 
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17 邱卜 -"H ， (9) 

当 sr = a 时，卽 e 在球表面上时，两公式所給的数値相等 ，所以 U 是連镦 函数. 

再来計算引力，迖引力是沿=軸方向的，所以仅需計算 

7 一 如 
Z — - • 

da 

当^在球外，則 

z = --, ( 10 ) 

而 e 在球內时，則 

Z = — 土 7TfJLZ • (11) 

3 

当方= a 时， （10) 与 (11) 是一致的，所以引力 Z 有連 續性. 

公式（8)，（10)， （11) 說明: 均勻球对外一点的势量与引力可以由集中球的全部質量 

于球心得来，对于球內一点的引力与被引点到球心的距离成诈 例. 

以上是为了計算簡单起見，而取了特殊的坐标軸，卽=軸就是％的方向，在以上的公 
式中，是点 < 与球心的距离. 在以。 为原点的任一坐标系中，以 V ^ 2 + / + /代表 h 
如此 


U = y - ： U 在球外）， 

\ x z + y 2 + z z 


U — 27tfx a 2 


— (jc 2 + y 2 + 么 2 ) 

3 


{ c 在球內）. 


前者适合 Laplace 方程是显而易見的，而后者适合于 


d z U 


d z U 丄 &U 

■a7 + ^7 


4 ^/i { c 在球內). 


将来我們将看到，对任何密度的容积，如果〃在 （0 內，則适合此方程. 

再者，假定吸引的物在一曲面上，具有密度 Km )， 像上面一样，用 y 5 4表被 
吸引的貭量为1的貭点 3 f 表的距离，我們有势量 

Z7 = jj bLMI as 


及引力的 投影: 
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这样的势量称为单层势量.因这例中 e 取在曲面 S 之外，所以所有的积分都是正常的. 


补 充 


S 9.求面积 

我們可以借助于求积仪以求面积.如果不用求积仪，我們介紹以下两个簡而易行的 

方法. 


1.平行綫法 


作一批等距离的平行綫，假定距 离是尤 这一批平行綫被图形所截取的长度是 A ， 



hy 
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这些长度的总和乘以 i 就可以用来作为这图形的面 


积，在这里一条的面积是用丄 U + i 2 ) d 来計算的，这实际 

2 

上就是梯形公式的应用. 

当然还可以用丄 a + 4/ 2 + 来代表两条的面积. 


这对应于 Simpson 公式. 

如果預先具备一张印有等距离 i 的平行綫的透明紙，那 
就更方便了，将透明紙蒙在图紙上，使透明紙的某两条綫切于 
欲汆面积的图形的边界.例如图57中切于《点与6点，我們就可以在透明紙的上面，用 
尺或曲綫仪等来量这一批平行綫被图形截取的綫段的长度了. 


为了減少誤差，把平行綫法按几种不同的方向，算出結果，再把这些結果求平均値，这 
样就能得到較为可靠的結果. 

当面积不大,而边界又相当复杂时，用这一方法是不够好的. 

这一方法可以用来求图形的重心 . 作平行于軸的一批等距离 i 的直綫，这些直綫 
将图形 截成” 条（图 58). 用上面的方法求出每一条的面积，設它們的面积依次为 小乃， 
••*，〜. 設〜 所在的条带的中綫至外軸的距离为巧，則图形的重心至 oy 軸的距离等于 
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同法可以求出图形的重心至 a 軸的距离 


2. 方格法 


打以边长为4的方格，格子点落在图形內的个数乘以就可以用来作为面积的近似 
値（图 59). 我們当然也可以在图形上按等距离摆上一批棋子，然后計算一下棋子数，便 
可以得出面积. 

如果預先具备一张印有边长为2的正方形角点的透明紙，就更加方便了，将透明紙蒙 


在图形上，然后数一下落在图中的点数卽可. 

为 了減少 誤差，可以按不同的 方向， 計算几次，然后取其算术平玲. 

这个方法虽然簡单，但其精确度往往是比較高的，所以用得也頗广泛，用这个方法算 
出的面积的誤差，与图形的周界有关，在平面上引入直角坐标，我們有次之定理. 

定理 1 ( M . V . Jarnik ). 命/表示一可求长的簡单的 閉曲綫 的长度，而以 J 表示曲 

綫所围成的区域的面积， iV 为曲綫內部所含的整点的个数，則当/ > 1时 

| A 一 N | < /• 


所謂整点是指坐标为整数的点. 

在証明之前，先証下面两个引理. 

引理 1 . 在边长为 1 的正方形中，任作一連禳曲线 C 9 C 的两个端点在正方形的周界 
上，若 C 与正方形的两对角綫相交，則曲綫 C 的丧度/必不小 
于 1. 

諠.若 C 的两个端点在正方形的一对对边上，則显然 
若 C 的端点在正方形的二邻边上，如图60,易見 


ap x + p x q x + q v c > 
aa ab -\r ^ ce |3 — 1 




' 至于 c 的两个端点在同一个边上的情形，可以用同法証 
之.引理証完， 



图 60 


引理 2. 在边长为1的正方形中，任作一不通过正方形中心的連續曲綫 C ， C 的两端 




点在正方形的周界上.曲綫 C 将正方形分为两部分，命 △ 为其中不包含正方形中心的一 
部分 3 則厶的面积必小于 C 的长度. 

証.今分別考虑以下各种情形(如图 61). 

命 P ， q 表示曲綫 C 的端点， P 为正方形的中心，/，/各表 A 的面积及曲綫 C 的长度， 
則在前两种情形中，从 C 上任何一点到直綫《/3的距离必不能大于/，故 A 完全落在一个 
边长为1与/的矩形中，因此 /</. 在后三种情形中，由引1可知/>1，所以有/< 
1</.故 得引理 

定理 1 的証明. 以/表示曲綫所围成的区域.在平面上作网，以直綫 

x = m A — —- y = n —— Cm ，：《 = 0，土 1，±2，*..) 

2 2 

为經緯，則网眼是边长为 i 的正方形；又各正方形的中心就是 整点. 以仏， Q 2, Qk 

表示所有这些小正方形之含有/的一部分周界者，而以表示有长曲綫之在仏中的部 

分，以仏表示仏与7•的共通部分，而定义 

N = ri , 若公,■中有整点， 

~ = to , 若私中无整点. 

又以次表示钇的面积，4 表示 Ci 的长度，于是若能証明 

\ Ai - Ni \ < Cl i9 

\ 

便得定理_ 

首先我們考虑整个/都在某一0中的情形，因为/>1，故易見定理成立.因此我們 
可以不失普遍性地假定 J 幷不整个地处在某一 £ ►中， 此时 C ; 为若千段曲綫之和，而这些 
曲綫段又将 A 分为若千个部分 DY \ 

若整点不在任何中，亦卽当整点在 C ; 上时，有凡= 0, 0< 1，此时 C , •过 

正方形的中心.由引理1有/, >1.故得定理. 

若整点在某一 中，以4^表示的面积，若不在 J 中，此时 2 V , = 0,次< 

1 — 若在 JT 中，則 M = 1，而1 一 4 < 1 一 而面积 (1 一 A { i s) ) 所对应的 

区域不含正方形的中心，故由引2卽得 

1 一 々)</,•， 

于是得到定理. 

§ 10. 求容积 

我們常常会碰到計算容积的問題，例如求水庫容积，估算矿藏儲量等等，以下介紹一 
些常用的方法. 

1. 筋易方法 

这一段我們介紹一些不借助于等高綫图来估計容积的方法， 例如計算 某一水庫的容 
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积* 我們一共測得水庫 V 个点的深度 A ， &，•••，&，又測出水庫的水平面的面积圮 
則它的容积 r 可以用 B 乘以平均高度来計算，卽 




B 上 


N 


⑴ 


有时公式 （1) 需要作适当的修正，例如我們一共測得了 W 个点的深度，其中有尺个点 
位于水庫边上，那末就用 


2為一 


B 


B 


(N - K) 


2 


K 


2^k — 
2N — K 


( 2 ) 


来計算容积，此处为全部况个点的深度之和，2夂为沿着水庫边上各点的深度之 

和* 



这种修正的想法在于孰为水庫边上的点的影响范围只有中間的点的 一半. 

更精确地考虑到每一点的影响范围問題，在估算矿藏儲量时，有下面的 BcviAwpeB 最 


近地区法. 


将每个勘探点与其相邻近的勘探点用直綫联接起来，这些直綫段的中垂綫相交而成 


的多边形就叫做这个勘探点的影响圏.圏內任一点至該勘探点的距离都比至其他勘探点 


的距离近，如图63所示，这样就把矿藏的水平投影面积划分成了若干个多边形之和，如 
图64所示.容积 F 就可以用下式 


V = B‘ t hi 

i = 1 


(3) 


来計算，此处心为第；个勘探点所采得的厚度，而艮則为第；个勘探点的影响圈的面积. 
为了簡易地划出諸綫段的中点和中垂綫起見，常常采用图65所示的模板. 
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2. 借助于等离経图的方法 


假定沒有修水庫前，我們有一幅画了等高綫的地形图，高程差是 A ， 地图上的一圈，实 
际上便是一定高程的水平面.下面我們介紹几神借助于等高綫图来估計容积的方法. 

(0 CodOJieBCKHS 体积方格法.在等高綫图上，打上边长为 i 的方格.利用等高綫 
图估計一下，該方格中心的深度，例如图67中有阴影的一格的中心的深度为2.6,則水康 




图66 图67 



的容积 F 可以用所有落在等高綫图中的方格的中心的深度之和乘以/来計算，卽 

V - CZ 々 V 2 ， (4) 

此处 2 A 为落在等高綫图中的方格的中心的深度之和. 

( ii ) 截錐公式、梯形公式及 BayMaH 公式.我們首先来估算水庫在相邻两等高綫所 
表示的水位之間的容积.以/， B 各表示上，下两个等高綫所包围的截面（它們的面积亦 
記为岑 B )， 它們之間的距离为久常用下面三个公式来近似計算水庫在这两个水位間 
的容钒 

截錐 公式： ^ = A + 5 + vC ^)， (5) 

3 

梯形 公式： ^ = + B ), (6) 

2 

BayMaH 公式 ： v ^ h 丄 （J + B ) — • (7) 

L 2 6 

通常当二^ >40 % 时，用公式 （5) ，而当时，用公式 （6). 公式 （7) 中 

A A 

的 TU ， B ) 是用以下方法所画出的图形的面积，称它为 BayMaH 改正数. 
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图63 


图 69 



从制高点 o 出发，作放射綫 OP . 这射綫在地图上 B 之間的长度是 /. 另作一图, 


取一点 o ，. 与 0 P 同方向，取 O ' P ' = /. 当 P 沿着 J 的周界走一圈时， 〆 也得一图形. 
这图形的面积就称为 BayMaH 改正数.因为它依賴于两截面 d 与 5, 所以我們用: TU ， B ) 
来表示它. 



把算出来的体积一片一片地加起来，就得到水庫 的容既 換言之，設水庫的等髙綫 m 


的《 +1条等高綫所围成的截面依次为馬，&， 


• * * 


， s n ， s n 卽最低点 o (它們的面积亦分 


刖記为知，&，•••， S n ), 則水庫的容积分別可以用下面的公式来 計算: 


截錐公式 ： Vi 


So + S n 2 

■ ■ ' || --- 


l 


3 


2 ; + + 2 V n + i ) 厶 


( 8 ) 


梯形公式: 


V 2 


5 0 + S, 
2 



(9) 


BayMaH 公式: 



( 10 ) 


关于 BayMaH 公式，有次之定理. 

定理1 ( BayMaH ). B 知物体的下底/与上底 S (其面积亦記为/， B ) 均为平面，且 
Z 平行于 B ， A 为它們之間的高， O 为 B 上的某一点.若用任意通过 O 而垂直于 B 的平面 
来截物体，所得的截面都是四边形，則物体的体积〃恰如公式 


(7) 所示 • 

証.以 O 为中心引进极坐标.命高度为=的等高綫的 
极坐标方程为 

P = ， &) (0< 0<2兀)， 

其中 P 0, 0) = p ( js , 2 tc \ 今后我們常假定 p ( z , 6)(0 ^6 

< 2«，0 < ^ 是連績的.我們不妨假定』， S 的高程 

各为0及我們記 



图72 


由假定可知 


pi(^) = p(o, 0 )， p 2 (e) = pOt ， 6 \ 


p{z, &) ^ +p 2 (0) + h — Z pxiff) (0 < 5T < h'), 

h h 
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因此物体的体积〃为 


K1 


2n 


p 2 (^ r ， ff)dd dz 


JL^ n Pl {0) + PiidiJ dz dd 


B= 


h _ 

h 


pm 


Pl(Q)pl(0)^ d Q 


r (碰 

[ u p\{d)dd + ^ r plid)dd 

L 2 Jo 2 Jo 

_ a [丄 r (内 (的- 内⑼⑽ 

6 L 2 Jo J 


^±U^b)^±t{a 9 bX 




定理証完. 


关于截錐公式、梯形公式及 BayMan 公式的关系，我們有次之結果. 


定理 2. 不等式 


V ^ Vi 1 ^ v 2 


( 11 ) 


恆成立 • 当且仅当物体为截錐，且此錐体的頂点至底面 j 的垂綫通过点 O 时， " 当 
且仅当/4 = B 时 ， q = f 2 . 

紅.如 BayMaH 定理証明中的假定.由 BayMaH 公式及 ByHHKOBCKHfi - Schwarz 不等 


式可知 


V 




A 

6 

h 


+ pKO) + pmpii^dd^ 

[ 丄 [%5(0 ) 洲 + 丄 ^ p\(fi)dd + 

L 2 Jo 2 Jo 


3 L 2 


J^pmde^pmdd 




=—(/4 H - B + 々 AB 、 
3 






当且仅当 pi (6) = cp 2 cexo < e < lit , c 为常数)时，卽当这物体为一个截头錐体，而此 

錐体的頂点至底面 a 的垂綫通过点 O 时，才会取等号（图 73). 



又由于 


"1 


h 


所以 


(^ + B ) - — B + V ^) 

2 3 

— {- y/~A — V ^) 2 ^ 0, 

6 


"1 < "2, 




当且仅当 A = B 时取等号.定理証完， 

关于这三个公式的比較問題，我們孰为主 要应該 从量綱 来看. 面的量綱为2,所以把 
面的量綱考虑为1所得出的公式，局限性往往 是比較大的. 
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梯形公式是将中間截面看成上底与下底的算术平均而得 ^ 到的，所以把面的量綱当作 

1. 

Bay M aH 公式則是将中間截面作为量綱2来考虑的.詳言之 ， 它是假定了 的为 

/>(0, 0) 与 p { k ， d ) 关于 z 的綫关系而得到的（見定理 1). 

截錐公式亦是将中間截面的量綱考虑为2,但比 BaywaH 公式还多假定了 p (0, 6 ) - 
MU ，0)(0 < 2穴），此处 c 为一常数， 

因此我們孰为 BayMaH 公式更具有普遍性，所以用它来近似計算物体的体积 ，一 般說 
来,应該比較精确，但这幷不排斥对于某些个別物体，用其他两个公式更恰当些的可能性. 
例如有一梯形，其上底与下底的寬度相等（图 74). 

用梯形公式反而能获得它的眞正体积，而用 BayMaH 
公式与截錐公式来計算，結果就偏低了. 不过我們 
注意此时这梯形的截面的量綱为 1( 由于延 y 軸未 
变). 

附記，相对于 BaywaH 公式，我們还可以估計 图 M 

用梯形公式与截錐公式的相对偏差.例如当^=1 < 40%时，容易算出 

A 

v 11 

( iii ) 建議 •一 个估計儲量的公式. BayMaH 公式是假定 pO , 0) 为 (9) 与 6) 
关于=的綫性关系而得到的.如果我們将两相邻分层放在一起估計，卽已知相邻三等高 
綫，我們用通过 p(0, O'), 与 p(2h y O') 的抛物綫所形成的 曲面/ = p(z 3 6) 来逼 

近物体这二分层的表面，因此我們建議如下的計算方法. 

命 B ， C 分別表示連續三等高綫所围成 的截面 （面积亦記为/， S ， C )，A 与 B 及 
B 与 C 之間的距离都是 A ， 則这二片在一起的体积可以用以下公式来近似 計算： 

^3 == — (^ + 4B + C) - A (2T(^, B) 4- 2T(S, C> - T{A ， C)). (12) 

3 15 

如果不計 (12) 式右端的第二項，就是熟知的 CoGojieBCKHfi 公式（亦卽 Simpson 公式). 

把算出来的体积二片二片地加起来，就得到水庫的容积，換言之，設水庫的等高綫图 
的+ 1条等高綫所围成的截面依次为 S 。， &， …， S 2 „， S 2 „ 卽制高点 O ，它們的面积 
亦依次記为 A ， S u …， S u 而高程差为 A ， 則水庫的容积由下式来近似計算. 

h = +知+〜+ 4 洲 + 2 S 知—占 2 2 r ( 知，知《) + 

I = 0 f 15 L f =o 

11 — 1 n — 1 - 

+ 2 T (5^+1 J *^21+2) — 7(知 ，知 +2) • (13) 

f =0 1=0 」 

疰意，如果等高綫图含有偶数条等高綫，則最上面的一片可以单独估計，而其余的 



用公式 C 13). 
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定理 3. 巳 知物体的上底 C 与下底3均为平面， B 为中間的截面（面积亦分钊記为 
C , A , 5)，且皂 C 都与 S 平行， J 与 B 之間及£与6之間的距离都是 A ， O 为 C 上一点， 
若用任意通过 o 而垂直于 C 的平面截物体，所得的截面的周界均由两条直綫及两条抛物 
綫所构成，則物体的体积 A 恰如公式 C 12) 所示. 



証.以 O 为中心引进极坐标，命高度为=的等高綫的极坐标方程为 

p = p(z ，❹ ) (0^0^ 2n 9 p{z, 0) — p{z, 2?r)). 

不妨假定/， B ， C 的高程分別为0, A ，2 A , 幷且記 

PiW = p(0» 0), p 2 ( d ) = /o(A, 6), piid ) =— p(2A, 6), 

由假定可知 

e ) = ( g —々 )( 2 g 一 .■ ⑷ Pl (㊅ — g(g 二 2 幻 P m + ps ( o \ 

2 h h 2 n 


因此物体的体积 为 


2 



o 


f}\z ， &)dd dz 


«[ 

2 Jo Jo L 


z 




A)( 


z 


2h 


2 


垃 pm 


( 


Z(Z 






z(^z — A) 
~ U 2 


p3 ⑻ 


2 


dz 


h 

2 



~ ~ pli.0^ + ^ p\(G^) -h ■— pi^O^piQd^ 


— — — pi ⑼ fhW 


d0 


h 

2 


_2« 


+ . 城汐) + - — (M 的一 

3 3 3 15 


2 


一都 2 + > W — 囊 


dd 


^ A (^ + 4 B + C ) - — (2T{A, B) 4 - 2T{B, C ) - T { A ， C )) # 
3 15 


定理証完. 

( iv ) 3 cwiOTapeB 方法.在估計矿藏儲量时 ， 当勘探綫不平行时，我們所得到的是矿体 
的不平行剖面， 
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命 d，B 分別表示矿体沿两条不卒行的勘探綫的垂直剖面（面积亦記为/， S). ce 表 
示 A 与 B 所在的平面的交角（以弧度示之).取这两张平面的交綫为《軸. 又命 Pi 与内 
分別表示3与 B 的貭量中心至》軸的距离. 3ojio T apeB 建議用下面的公式來計算夾在这 

t 

两张平面之間的矿体 体积： 

^4 = — [pii2A + B) + p 2 (A + 2B)] m (14) 


定理 4 (3ojiOTapeB). 依反时針方向，任意通过》軸的半卒面皆对应于一 个角度 

e(o< ： 6< 2n ), 記該半平面为 （0). 若有物 
体夾在 （0) 与 （a) 之間，它在半平面（的上的截 
面为 S {$) (面积亦記为5(0», S {6 ) 的貭量中心 
至広 軸的距离为〆<?)，而且滿足 s {6) = J + 


B — A 


p {0) = pi + ——色 0，此处 =5(o) ? 


B — S (^ a ) ^ pi — pCo) j P2 — p(a)， 則物体的体积 
^恰如公式 (14) 所示， 



图 77 


証.在空間引进直角坐标，以 x 軸的正向过半平面 （0). 命物体所占的区域为 (1/)^ 


則其体积〃4为 


J H dx dy dz 9 

(V) 


变換成柱面坐标0, 0， 0). 因为 


piO') 



r dr dz \\ r dr dz 

⑻ — s < e ^ 




dr dz 


sm 


Sid') 


所以 


卩 4 




S {6^ 


dr dz 


[yce^pWdO 



A + ^=^-e 


pi 


P2 — fh 


e 


dd 


6 


[p x {2A 十 5) + pzi^A + 25)]. 


定理証完. 


§ 11 .求表面积 

現在先介紹矿学家和地理学家所常用的方法，假定地图上以为高程差画出等高 
綫 5 今后我們常假定有一制髙点及等高綫成圈的情況来討論（其他情況也可以+分容易 
地被推导出来).我們假定由制高点向外一圈一圈地画等高綫 (/ fl - 2 )， •••，（«. 
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取 （4) 的高度为0,而制高点用 （ o 表之，它的高度是 
K ( A ) 与 CA + l ) 之間的面积用札表示（卽投影的面 


积乂 


1. 矿体几何学上常用的方法的步驟 如下: 


a) Ci 


2 


U + /; +1 ) 厶 A (中間直立隔板的面 


图78 


积）； 


b ) Yj 相 + C ? 就是所氽的斜面积的漸近値 ( Ba / MaH 方法), 


2. 地理学上常用的方法的步驟如下: 


n 


a ) 




2 A •为 等高 綫的总长度.^ = 2心为总投影面积，由 


tg 


* / 
~~ B ~ 


得出年 均傾角 a; 

b) B sec a = a/J5 2 + (AA - /) 2 就是所求的斜面积的漸近値 （ Bojikob 方 法). 

附記. 心 1 + V 可以借商高定理，用图解法很快求得. 

r 

这两个方法哪一个更好一些？这些方法給出的結果在怎样的程度上迫近斜面积？換 
句話說，当等高綫的分布趋向无限精密时（也就是 AA — 0 
时），这些方法所給出的結果是什么?是否就是眞的斜面积 
呢？ 一 般說来，答案是否定的.仅仅是一些十分特殊的曲 
面，答案才是肯定的.我們将定出这些曲面来，还将給出 
这唆方法和实际結果的相差比例，幷指出避免較大偏差的 
計算步驟. 


以制高点为中心引进极坐标.命高度为=的等高綫方 


程是 



p — p(.Zj 沒 ），0 ^ ^ ^ 2 tt, 


图 79 


其中 pO , 0) = pO , 2 jt ). 我們在今后常假定 与— (0 < ^ 0 < 

OU QZ 

2 < A ) 都是連續的.命々^ i 纟，則•所围繞的面积等于 

n 


2 




所以由中値公式可知 


Bi 




£*[ 〆 (：/， 妁 _# U +1 ， 0 )]dQ 

Jo dzi 
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此处在方 / 与 5 T /+1 之間，而 A 厶 




另一方面，/,•的长度等于 




1 : 




由 BayMaH 方法所得出的結果是 


0, 料 w 

n — 1 

这里又用了中値公式，/在心与〜 i 之間.因而当以― 0时， ^ B ) +~ C ) 趋近于 


Ba 




Qp 

d 之 


dd ) 2 + (ir V 


2 \2 


dd 


dd ) dz . 


⑴ 


这便是用 BayMaH 方法算出的斜面积，当 AA — 0时所趋向的数値 




又易見 


[ P \0 9 0) dd , 


及 AA •/ 的极限应当等于 


lim AA 


sl：V 


p \ Zi , &) 


f dp ( z ^ 

\ ~dd 


O ') 


2 


dd 




w:>+(s ) 2 我 


因此用 Bojikob 方法算出的 斜面积 ，当 AA — 0 时， 所趋的极限是 


Bo 



2 



0 


j:v(。，_) v uy 〆 + ( 普 py 

M: p S dz ) 2+ (1:0+ [W dd , 


( 2 ) 


(注意 p{k, d) = 0 ) # 

由于 

ds 2 = dx 2 + dy 2 4- dz : 




1 


© V ， 


所以曲面的面积 S 为（参看 § 7) 


S 




n: V " ( 盖 ) 2 + (D 2 勤 • 


(3> 


为了比較 Ba ， Bo 与《5我們引进一个复値函数 


fiz ， 0) —々“扣八暂， 


(4) 


刖 




loL l/Car? 0)\d0dz 9 


(5) 
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Ba ~ f If f ( js ， d ) d 6 dz ， 

0 1 0 

(6) 

及 




1 /^ 2胃 

Bo =11 f(js ， ff ) dd dz • 

1 Jo Jo 

⑺ 

由 此可見 


Bo < Ba < 5. 

(3) 


結論 ： （0 BayMaH 方法比 Bojikob 方 法好； （ ii ) 所汆出的結果比眞实的結果常偏低 
一些； （ iii ) BayMaH 方法旣然偏低，因此可以作如下的修改，卽取这样旣化 
簡了算法，又增大了数値. 

現在再来考虑 Bo = s 及 Ba = S 的曲面 • 先耕下面的引理. 

弓1理.在区間 U ， W 中，如果 / GO 是一个实变数的复値函数，則 


fQx^dx 


4 


|f ( nr ) \dx 


(9) 


成立的必要且充分的条件是 / W 的虛实部分之比是常数. 

証.命 fix ) - pix ) e mx \ pO ) > 0 而 dix ) 是实的 • 显然如果 00) 与 * 无关，則 

等式 （9) 成立.反之，由等式 （9) 可知 

f j ' fix ) Jiyj dx dy = ^ j * pOV(y V 陶-制 Wy - 
= 2 J f pOOjcKy ) cos [000 - 0 Cy ) \dx dy =* 


卽 


因而得出 
卽 


此卽引理所需. 


― 2 (j pMp{y^)dx dy y 

■ <龙 <y<fr 

f f {l — cos[0(a?) — 0(^y)}}dx dy = 0, 

a<x <^y^b 

cos[dQx) — 6Qy) ] = 1, 

000= 0 Cy ). 


易知对于多重积分，弓 I 理亦眞(請讀者自 証). 


由引理可知 


Bo = j f I /(r, &)dz j — J I I f(a, &) I dz dO 


s 


成立的必要且充分的条件是 fU , 0) 的虛实部分之比是 常数. 于是得偏微分方程 


P 1 + 



c 


2 


Qp 

dz 



( 10 ) 


換言之 5 仅有适合于微分方程 (10) 的函数/0 = p ( z , 6), Bojikob 方法才能給出正确答案. 
当然还要适合以下的条件： PU , <9) = 0 (这是制高点），及 Ko , 幻 =* Po (^) (这是底盘 /o 
的曲綫方程). 
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我們幷不解微分方程（10)，而从 (10) 的几何意义人手.把0与2看成参变数，卽 


x 


pcosOj y = p sin Q 9 z = z 


而 p 是 0 与 s 的函数，由 


dx 一 

一 — ^~ cos 6 —— pslndy 

dy ^ 

dp . a 
= 一 "— sin (/ 

dd 

dd 

dd 

dd 

dx — 

= ^- cosd . 

dy , 

: sin d 


dz 

dz 

dz 


ocosQ, — 0, 

dd 9 

dz 


得知在曲面上点 （0，5?) 的法綫方向是 



sin0 + pcosd 9 一 *^^cos0 + p sin 0 , 一 


它与 S 軸的交角《 (卽点（0，幻的傾角）的佘弦 ( 由 （10) 及 ^<0 

\ OZ 

dp 

一 1 


cos a 



.© 


+ a 


■\/1 + 


(U) 


是一常数，也就是說这曲面的切平面与灯平面成一固定的角度《.我們来說明这样的曲 
面的几何性貭. 

从制高点向 xy 平面作一垂直平面，这平面与該曲面的交綫有次之性貭，这曲綫上的 
每一点的切綫与砂平面的夾角等于《，所以它是一条直綫. 

从任一平面封閉曲綫 （« 作底盘，以任一投影在盘內的点 a ) 作为制高点.通过制 
髙点与底盘垂直的直綫称为軸.通过 A Jh 任一点 A 作一直綫，它在 Z 与軸所成的平面上， 
与底盘的交角是 ce， 这样直綫所成的图形便是适合于 Bo = 5的图形. 

如果有最髙峯，幷且向下看沒有陡峭的角度，則仅有以下的曲面才能 Bo = &底盘是 
值1 或圓的若千切綫形成的多角形，或一 
些圓弧及一些切綫所成的图形，軸的尖 
端在通过圓心垂直于底盘的直綫上（見 
图 80). 

通俗些說，只有蒙古包、金字塔和一 
些由此复合出来的图形,才能由 Bojikob 

的方法来无限逼近. 

但什么时候 呢？ 当然当 图 SO 

说二沒的时候^仏篇又除掉上面所求出的一些曲面外，还有其他曲面否？答案 ：有. 





証明如 下:从 


6a 


得出 


、h 


Q 


/(:，&)劝 


dz 


((|/( ar , &)\dd dz 
Jo Jo 




s 


LG。I 八:， ^)1^ I j fl /Csr, o)dd 


\dz = 0 




1S7 




积分号下的函数是非負的，因此对任 一 ar 常有 


0 


1/ U , 沒) | 必* = ^。 /(2 T ， 6 f ) d 6 


因此当固定=时， / U , &) 的虛实部分之比是常数.也就是說，仅有下面的曲面才能 

I 

Ea = 5：高程相等之处，曲面有相同的傾角.用通俗的話說，只有天坛頂，北海白塔及葫 
芦式的图形才能由 BayMaH 的方法来无限逼近. 

怎样来估計誤差呢？假定有二常数使 


卽 


e < 


0 <C ^ ^ cos a ^ 7 f 9 

— P I 



dz 




< V . 


由此可得 


.2 


(tT 


(^) 1 


dp 

dd 




因而 






> + (盖 ) 2 + 作心 


X 


rL(~ p ^) dz d ° >e r I Vd) 2 +(!?■)、 作 奶 = 队 


因此 


Bo > v^ 2 + (i - tj 2 )s 2 = Vi + P — v %s . 


又因为 l >”> e > o , 所以 


i 

V 


< Vi + e - i 


(将两端平方 ，此 式卽 （7 2 — e 2 )(i — y ) > 0). 故得 


总而言之,我們証明了下面的結果;， 

定理 1. 若曲面 = = 上任意点的傾角的余弦 

都滿足0 < f < cos <* < 7,則不等式 

^ < Bo < Ba < 5 (12) 

V 
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成立. Bo 的充要条件是曲面的任意点都有相同的傾角， Ba ==«s 的充要条件是曲面 

在高程相等处的点有相同的傾角. 

由此可見，只有当曲面上的点的傾角变化不大时， Bojikob 方法才能得到精确結果，而 
只有当曲面在相邻两高程間的点的傾角相差不大时， BayMaH 方法才能給出精确的結果. 
然而在其他情況下，用这种方法的誤差就可能比較大了. 

因此我們建議如下的 算法： 在等高綫图上，通过制高点（X)引进若干条放射綫 m， 

(氏），， • • ， (n 此处（巧）的幅角为@ 放射綫 09,) ，(0； +1 )与等高綫 a) ， a +1 ) 所 

m 

围成的面积記为毛, • a) 被（仏）与(0 /+1 )所截取的一段的长度記之为 



方法 （0 


I 


^ — 2(等高綫图在 放射綫 ⑼）与（久 +1 )間的面 积). 


b) Ei 



(中間隔板在两直立墙壁之間的面积之和）, 


wn — 1 

+ E) 就是所求曲面的漸近値. 
y = 0 

方法 go 

r, v == l“Ah (中間隔板在两直立墙壁之間的面积) .. 

ft— 1 m- I 

b) CT2 ^ 2 2 4 + 4/ 就是所求曲面的漸近値. 


用同样的方法，可知当 A^ — 0, 


时，内与为所趋近的値分別为 


K 




及 


S 




(2n (h 

J o ] o \Kz 9 d)dz\d9 
1。 LI 心， 


(13) 


显然 Bo^ K<s. 同样可知 K^S 的充栗条件为曲面为直 紋面. 由于内趋于眞面积， 
所以用方法 （ii) 最为精密可靠. 
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第十六章綫积分，面积分 


§1. 曲綫积分的定义（第一型) 


假定空間有一条曲綫（/)，它具有确定的方向，幷且假定 j 是它的起点而 S 是終点. 

、 ■ 

这曲綫的弧长从3算起.假設在这曲綫上定义了一 1" 函数 /CP)，P 是曲綫上的一点，我 



图 82 


們在曲綫上依次取分点 

P 0 - A , P u P 2 , …， P„- u P *= B . 

在 PiP ，+ 1 中任取一点 匕， 作和 

i = 0 

此处 AS , ■是間的弧长，当分割无限精密时，卽 》— 00,且所 
有都 — 0时 3 如果极限存在，則称为函数 /( P ) 沿曲綫 （0 的 
积分，幷且記之为 

疒 教弊 1 

i f ( P)ds = lim 2 KP’i) 厶 s“ (1) 

J (/) n^oo 0 


由于 (/) 上的变点 P 的位置完全可以用由 j 点算起的弧长 y 来确定，所以 /OP) = Ks)y 
因而积分 （1) 便是通常的积分 

\ ^ f f{s)ds ， 

JO) Jo 

此处 / 是 （/) 的弧长.注意，曲綫 （/) 可以是封閉的，就是說， B 可以与3重合， 

如果曲綫是由参变数 f 表达出 来的： 


x = 9(0， y — < K ，）， z ~ Z (，）， 

如果当 f = 化 变到 f = A 时， 曲綫由 U) 变到 （B)， 貝 U 

( f(P)ds = f 1 /(<p0) ， <K0, x{t))V 9 ,2 C 0 + + x ， 2 (j)dt m 

J (/) J ^0 

如果 h b 則用正号，反之用負号. 

冉假定 f 就是因此 


这儿 
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( f(.P)ds = ( 000 , 1 + 小 ’ 2 00 + x /2 Mdx 

J (/> )x 0 

广 Ki 必 00 ， 之 O)) dx 

L |cosal ， 

i 

ffm at = - — 

V 1 + ^\ x ) + X ，2 Cx ) # 


由于曲綫 （/) 的切綫方向是 


(1，<//(>)，广0))， 


所以《就是这切綫与 X 軸的夾角. 

取 /( P ) = 1，我們特別有曲綫的长度 


I 


XX 


dx 




无 0 cos a 


对于平面上的曲綫，也有这些相同的結果. 


/丄 y 


2 


似. ft 第一象限內沿椭圓亏十！求积分叫⑺—•由于 


b 


y = — a 2 — x 2 y y 


bx 


a 


a^J a 


2 —— x 2 


5 V 1 + y 2 


a 


a 


2 




h 2 )x 


2 




a 


a 1 - x 2 


可知 


(/) 


xy ds = f x — ^a 2 — x 2 — 

Jo a a 



— ( — b " ) x ^ 


a 2 -x 2 


dx 


b 


a 




a 4 — (a 2 — b 2 )x 2 xdx 


b 


2a 2 (a 2 — 厶 2 ) 3 


土 IV — U 2 — b 2 )x 2 ] 


a 


ab a 2 + ab 


lo 3 


a 


b 


例 2. 沿曲綫 


x 


y 


3 




— i ji 
2 


求 f 由 0 到 1 的积分 


它等于 


xyz ds, 
u ) 


1 


o 


. 7 vV . T + 2出％ u ， (1 + ⑽ 143 


VT p 


16 V 2 


倒 3. 在极坐标下，求綫积分的公式.由于 


= dr 2 + r 1 dd 1 ， 


所以有 


I /( rcos 0， 


r sin 


0 )V r 2 + r 2 d 0 m 


在球坐标下，求綫积分的公式.由于 


所以有 


ds 2 = dr 2 + r 2 dcp 2 + r 2 sin 2 <p dB 2 y 


J /(r sin <pcosOy r sin <p sin r cos 9) V〆 2 + r 2 ( p ，2 

d i 


2 


sin 2 < pdO ^ 


曲綫积分的最好的应用之一,便是求出貭量不均勻的綫型物貭的貭量. 

仍如以上的符号，但假定 p { x 9 y y z ) 是物貭在点 U ， y , 幻的密度，如此在曲綫 （0 
上由 （ J ) 到 （ S ) 的总貭最便等于 


(/) 


〆 ：， y ， s)ds 9 
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例 4 . 命⑺表 y = log X，假定这曲綫在每点的密度等于該点橫坐标的平方，求从 


JTl 到 A 这曲綫的貭量 


x 2 ds 




X 




1 + A ： ： 


X 


dx 


3 


((1 + 办 一 （1 + ^) f ). 


曲綫积分还可以用来求分布在不均勻的曲綫 （/) 上的貭点对一 已給眞量为讲 的貭点 

S 

M 的吸引力.設将 （/) 分成許多小段 Or,)， 其长度仍記为先赴每一段的貭量都集中 
在它上面的某一点 M,， 則吸引力在坐标軸上的投影巧以近似地表示为 


^-2 


piM^j 

~~ r ] ~ 


cos 




r ? 


sin 6 i 5 


此处 p { ud < yi 表示所在的小段的貭量的近似値， G 表示矢量 MMi 的长度，而艮表示 


矢量 A/M, ■与X軸的夾角.当 MaxA — 0 时，則得 


X 


/o(M) cos 6 


⑺ 


ds ， Y 


p ( M ^) sin 0 ^ 


(/) 




例 5 _ 求星形綫 x a cos 3 y 


sin 3 / 在第一象限的弧对于位于坐标原点的单位 


貭量的吸引力.假定曲綫上每一点的密度等于这一点到原点的距离的立方, 


X 


r 3 cos 0 




CO 


ds 




m 



xds ^ 3 a 2 \ sin /cos 4 t dt = — 3 


cos - 


5 


-V 


3 a ； 

5 


Y 


sin 0 




ds 




cn 


^2 . 5 <2 

yds — 3 a 2 \ sin 4 1 cost dt ~ 3 a 2 — ~ 

u 5 


3 a 


5 


§2. 曲綫积分(第二型） 

命 P(x 9 y 9 z), R(x 9 y , z) 是三个函数，在曲綫 （/) 上定义，我們考虑积 

分 

J y , z)dx + ^( af , y, z)dy 4 - i ?(*, y , z)ds, (1) 

这积分的意义便是 

® — t 

2 (P ( 匕 ，仍， CrOAx/ H- Qi^i ， 7}i ， <r,)Ay,. + K(f, ， 7 , ， C^Asfy) 

15 = 0 

的极限，卽把曲綫 （/) 分为《份^, +1 (*'= 0,1， — 1)，在每份中取一任意点 
(匕，仿， C ,)， 把 PihCd 乘以 A ^, Q ^ i , Viy Cd 乘以 Ay x , R ($ f , C /) 乘以 A ^, 

加之，命 MM i + l 的长度都趋于零，这和的极限便是（1)，此处 Ax “ Ay , , 分別表示曲綫 
段在: f 軸， y 軸及 2 軸上的投影的长度. 

用参数表示式 

x = <p( # )， y 必 0)， sf ^ 无 W， 

則 （ 1 ) 的表达如下： 

( V (9 W , ( A 0), 聊9,0) + P (9>(0, 00)， JC_，W + 
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+ wo, Myxomxouf. 



命 t 表示在 （e,7，C) 的切綫，則 


dx 

ds 


cos 


( t ， X )， 


dy 

ds 


cos(t ， y )， 


ds 

ds 


cos(t ， z). 


此处 cos(a，b) 表示 a，b 的夾角的佘弦.所以 


i P dx Q dy + R dz ^ f (P cos (t ， x) + 0cos(t ， y) + /?cos(t 5 z))ds 0 

J(/) J(0 

显然有以下的一些 性貭： 

1) 如果 （0 是由各部分 U)， （4)， •••，（/»)組成的，則 

P dx + Q dy + Rds= \ P dx + Q dy + R d 2 ： + 

</) J(/i) 

P dx + O dy + R dz + •••+! P dx + Q dy + R ds. 

(/ s ) JUn ) 

2) 曲綫积分的数値不仅是由被积函数与积分曲綫来确定的，它与曲綫 a) 的方向也 
有关系，幷当改变积分路綫的方向时，曲綫积分値亦变号. 

例 1. 沿椭圓 


x 


y 


上半部求出 


(( 

JU) 


+ 2xy^)dy m 


用参变数表达式; c = acosf ， y = 6 sin#， 如此則得 




2xy^)dy 





a 2 cos 2 1 + lab cos t sin cos tdt 


，霣 


'n 


2 b I cos 3 tdt + lab 2 I cos 2 1 sin tdt 

o Jo 3 




倒 2 . 沿 星形綫 x = a cos 3 y — a sin 3 由 （ a ， 0) 到 （ 0, a ) 求积分 


x 2 dy —— y 2 dx 

⑴ x V3 + y" /T 9 


这积分等于 


3^ 1/3 \ ^ cos 2 ^ sin 2 tdt^=— 7ta^ n 


o 


16 


說明本节所定义的綫积分的最好的例子，是力学中关于功的計算，原 則是： 

巳知在点 P 处有一个力 F . 如果要把 P 点的貭量为 m 的物眞移一位移1，則所得的功 


等于 

|F||l|cos(F, 1), 

这儿 1F| 是力的大小， m 是位移的关短， cos(F, 1) 是它們的夾角佘弦. 

考虑一个力場，卽每一点有一个力，我們硏究一个单位貭量的点依一条曲綫 （/) 运功 
所作的功. 


把这曲綫分为》份: 
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A ^ Au 


_ 攀 * 


, An ^ B m 


在 A t A f ^ 一段:所做的功等于 

△五 / 〜 IF /1 AiA t ^icos ( F /, A t A ^ i )== 

_ _ >* 

丨 F/Ij’+i( COS ( F / ， X) COS (/i/Jz+i ， flf) + 

- > - ^ 

+ cos ( F ,， y ) cos (^ / ^ /+ i ? y ) + cos ( F 卜 2 ) cos («+ i ，》) 乂 

去掉括号，幷用 P，P， 尺記 F 在軸上的投影.所以 


A £/ 〜 P / A . Y ,' + Qi^yi + R t Azfy 

此处用了 ㈡ Fycos ( F /， x )， 厶文,= A.A^iCOsiAiAi^i^ x) 等等，因而全部功为 



图 83 


E 



P dx + Q dy + R dz m 


例 3. 試求貭量为 w 的貭点 M ， 由3到 B 时地心引力所产生 
的功. 

取坐标軸 Z 軸垂直向下，在任一点的引力矢量是 

X = 0， 7 = 0, Z ~ mg. 

功的全部等于 


j u -心）， 


卽 S 点与3点的=軸座标之差乘以 

由此可知， 功仅与开始点 与最終点的位置有关，而与所經过的曲綫无关. 

例 4. 求当一貭量为1的貭点 M 由移动到 M 2 时，向着眞量为 m 的不动貭点所作 


的功. 


以不动貭点为原点， r 代表向量半径，我們看出力与巧？的方向相反，而大小等于¥， 

r 2 

此处 f 是引力常数，如此求出 


P 




fm 

__ 


X 


r 


, Q 


ffn ^ y 


2 


R 


fm z 
■■■ • 

2 • 


所以 


E = —jm 


x dx y dy + z dz 


(/) 


fm 


dr 


r 


(/) 


3 


fm f d ( — ) == /ml 

J (J) \ T / \ r2 Tl J 


此处 n 与 n 是起点与終点对原点的距离， 

若引用貭点的势量 

£/ =杜， 

r 

則 

n 尸， ^ — 2 ， a — K ， 

ox oy 

而且功等于 U(M 2 ) — £7( 吣)，卽等于势量差 • 用矢量的語言， C / 的梯度是力 F -( P , 

t 
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0， R )， 而功是力对微分矢量（办）二 ( dx y dy , dz ) 的內积的积分，卽功 

£ = ( F * ( dr ) ^ 

JW 

例 5. 气体在絕热过程中，体积 K , 压力 P 及絕对温度 r 之間滿足 Clapeyron 公式 


PV = RT ， 

1 

此处及为常数， 

我們来确定气体从状态 （P，P，T) 变为与其无限接近的状态 （JP - hdP y V + dV , 

r +^r) 时，所需消耗的热能 dc/. 

■ 

将轉变过程設 想为： 第一步，气体体积膨大第二步在固定体积之下，温度改变 
dT . 为簡单起見 ，假 定气体在一圓筒內，一面是面积为0的活塞，当气体膨胀时，将活塞 
推动了心，作用于活塞上的力为 P0， 因此所作的功为 PQds ^ P 此，故消耗在这功上的 

m % APdv(A = -^卡/ 克米 当温度变化 ir 时，需热 C v dT , 其中 C, 为固定体积下 

v 427 / 

的 气体热容量，因此 


由于 

故得 


dU ^ C,dT + AP dV 9 


灯十…)， 


dU = — VdP -h - 仏十 PdV = — VdP + — P dV 

R R R R 


因此当气体状态經过曲綫（/)，由 （2) 变到 （ S ) 时，所传得的总热量为 


£/ == f 


C 

m \m m 

(0 R 


VdP 


c 


R 


P dV 


黍 


例 6 . —导体上通过的电流为/，它上面一元素心作用于与它相距 r 的破量为 m 的 

点 M 上的力，按照 Biot 与 Savat 定律，应为 

dF 3 I m ^ ^ 


此处 is 延着电流行进的方向， r 是連接电流元素与破极的向量， 
9是办与 r 的夾角， JF 的方向与 r X 办 一致. 因此 




ml 


r X 



图 84 


以（$，3；， c ) 表 M 的座标，（: c ， y ， =) 表办起点的座标，而办在座标軸上的投影分別为 

dx ， dy ， 办，則得 


F 


ml 


(7 — y)^- — (C — z)dy 


(/) 


ml 


(C —— ^)dx —— ( 泛 —— x )dz 


(/) 



Fu 



一 x^)dy 一 Cv 一 y^)^ x 


(/) 


3 


S 3. 曲綫积分求面积 

現在考虑平面上一区域 O) 的面积，我們假定它是被封閉曲綫 （ /) 所包围的，为簡萆 
起見，假定平行于 y 軸的直綫最多只和它交于两点 . yt 表示由下向上方向第一次交得的 

坐标，而外表示第二次交得的坐标，幷且假定其間 y 都在域 
O) 中，幷且 a ， 6 表示两个极端点的橫座标，区域 O ) 在 



X 


图 85 


恰好是沿 a ) 的曲綫积分 


X 


9 


X = b 之間，而这长条不能再狹 . 


前 B 知道这区域的面积等于 


a 


、b 


a 


(y2 一 yi)dx m 


( 1 ) 


把曲綫 （ /) 分为两部分 （ A) 与 (/ 2 ): (« 是下部，（/ 2 )是 
上部，显然可見 


y 2 dx ， 

a 


(/ 2 ) 


y dx. 


如果把它的方向改为由 6 到心便应当取負号，同样 yi dx 是沿曲綫（ /^ 从 a 到 A 的 


a 


积分 . 


把 （ 0 表示为循 （ « 由 a 到 ~ 再循（ / 2 ) 由 6 到 a ， 則过此曲綫的綫积分等于 


<T 


\ yz dx 一 j yi dx 






a Cb 

y dx + \ y dx 


0 2 )b 


(/ t )- 




一 L 戌 


( 2 ) 


这曲綫 （ 0 取逆时針的方向，卽如果人沿边走 , 左手在域內 . 


同法氽出 




(/) 


办. 


⑶ 


相加得 




图砧 


图87 
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( 4 ) 


我們氽出 （2) 式时，是用了以下的假設的，平行于 y 軸的直綫頂多与 （/) 交于两点. 
我們現在来減輕这一假定，先考虑以下的特殊情況， O ) 是界于二平行于 y 軸的直綫和两 
曲綫 （4) 与之間的（图 86). 重复上面的討論依然得到 


= — \ y dx \ v dx • 

L J (/ L ) J(/ a ) J 

在直綫;《? = 0与《* =办上办 = 0,所以 \ydx = 0, 因此得到 （2) 式，其中 （/) 是先走 
(4) 再走6直綫，然后（/ 2 )，最后是“直綫. 

对于有更一般的边界的区域（图 87), 我們可以引垂直于 r 轴的直綫把它分成为有限 
个如上所討論的图形，由于沿垂直于*軸的直綫的积分等于0,因此对这些图形的线积分 
的和便定义了原来图形的綫积分，換言之， （2), <3〉及 （4) 对普遍形状的界綫也正确. 

例 1. 取椭圓 

x = acosO^ y =厶 sin0 (0 ^ ^ 2jt) # 

則得面积 

= — i (^acosd • bcasO -h 厶 • a sin0^}d6 ^ nab* ' 

2 


例 2. 取外摆綫 


a[(l + m) cos 


cos 


(1 


y = a[ (l + tn) sin mt — m sin (1 


)/] (0< 2 ffX 


它与对应的圓弧 


a cos mtj y = a sin mt (# 由变为 0) 之間的面积 D( 图 88) 为 

—— 1 x dy 一 y dx H - i x dy 一 y dx 

2 JiABC) 2 j (fiDA) 


2 


2 


+ — a 2 fn 
2 


J 2n 

(l — cos i)dt 
( 山： s=s + 3). 

J 2 n 


在証明公式 （2)，（3)，（4) 时，参数的变化区間是有限的，当区間是无限时，例如当 t 


由0变为无限时，就命/ = 1=^&<9，而0由0变为三, 

x 2 

再将 <9 变为 t ， 所以以上諸公式仍然正确. 

例 3* 求曲綫 


Sat 




1 + f 3 


(r € (0, oo)) 



所范围的面积 


图 
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2 J ⑴ 


x dy 一 y dx 


9a 


z 


^dt 


2 Jo (i + t i y 


2 

2 




§ 4. Green 公式与 OeTpOrpaACKHii 公式 


Green 公式是一个基本公式 5 它表达出閉曲綫积分和它所围繞着的瓸积分的关系. 
这公式也是上节公式的推广. 


先从計算积分 


(( dP ( x , y) 

Jj dy 


dx dy 


談起.为簡单起見，我們还是先假定平行于 y 軸的直綫至多与 GO 的边界 （/) 交于二点， 
如此，則得 


((dx dy = f dx f y * dy (P(a:, y 2 ) — F(x, yi))dx % 

.U oy Jvt ay 

用与上节相同的方法知道 


f f dx dy^ P(r, y)dx 9 

^ J ⑺ 

这儿 （/) 是取逆时針方向. 

间样 

jj P^yl dxdy ^^ Q ( Xi y) 办 . 

(<0 

由此得 Green 公式 

« • 

1KI? - IfV"” L 尸办+ ⑽. ⑴ 

⑷ 

如果取 Q - x , P ^ - y , 卽得上节的公式 (4). 与上节一样，我們可以証明，这一公式对 
更普遍的区域也适用. 

卽使于非連通的 ，或非 单連通的区域都对，但須注意边界的走向，我們經常假定所积 


分的区域在边界的左边（图89 乂 
由于 
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图 89 


图90 






dx — dscos (#, X), dy — 心 cos(/，Y)， 

其中 （r X) 表示在該点切綫方向 f 与 X 軸的夾角，命 《 代表法綫方向，由 G， X) - « - 
(/I， F) 与（*， 5T) *= (»，X)，所以 

dx = 一 心 cos(»，y)， dy — dscos (», X)， 

因而在 （1) 式中以一 P 代 P，P 代0，則得 

JKlf + I?) dx dy = OcosU， X)十 Qcos in, Y ) )ds, (2) 

4 ^ \ » 


这是 Green 公式的又一形式. 

这是“面”与“綫”的关系，我們再考虑“体”与“面”的关系，卽就是 OcTporpaacKaft 公 


式，它的形式是 




1 H(S + f 




dR 


\dx dy dz 



(Pcos(n, X) 


+ Q cos y) + R cos (w 5 Z)) 心 


(3) 


这儿 （0 是体 O ) 的边界， a 是 G ) 上的面积元素. 


証明的方法也是先考虑平行于2軸的直綫只交 o ) 于两点的情況，命是这个体 


在巧平面上的射影（图 90). 如此，則 



U ) 


dR 

a 7 


du 


= M dcFxv \ 

(w 


dR(x. 




dz 


dz 


jj (丑(尤， y ， 幻)及 C 尤， y ， ^ xy* 

i ^ xy ) 


引进 0) 的法綫方向 00, 在曲面上部这方向是由容积向外的方向，与 s 軸成銳角:但 
下部的法綫方向与 S 軸成鈍角，由投影关系可知在上部曲面 

dtS xv = cos(n 5 z)ds 、 

而在下部曲面，則 


由此得 



dR( 


d(T xv = 一 cos (沒， sT)ds. 


dz 


dt / 




1 卜， y ， 


cos (n, z^ds 


+ Rix, y 9 s)cos(», s)ds = l?(ar, y, si) cos(«, z)ds, 
it ) U ) 


由此，不难証出公式 （3) 来. 

我們可以和 Green 公式一样来減弱关于边界面 G ) 的条件，原因是： （1) 在母綫平 
行于 z 軸的柱体上对 z 积分等于0; (2) 其他的图形可用添加柱面法隔成适合于原来条 
件的图形，若在多个曲面为界的情況下，必須注意，法綫的指向是在求积分的区域的外 

面. 

何謂外面，有时幷不明确.有这样的情況存在 ，一 法綫栺向外面，把这法綫連镄移动 ， 
走了一些路回到原来 的位置 后，这法綫指向另一面了，有这样性眞的图形，称为单側曲面， 
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而我們一般硏究的将是双側曲面.单側曲面的著名例子是 Mobius 带. 


把一矩形紙条 A BCD 的对边擰轉粘上（图91，92)，这样的曲面就分不出两側来了, 


A 


B 


O 


C 


图91 




92 


§ 5* Stokes 公式 


Creen 公式的另一推广是把平面推广为曲面，卽曲面 S (非封閉面）以曲綫 （0 为边界 
的情況. 

假定 S 在#平面上的投影是 cr #， 幷假定通过 cr # 上的一点平行于^軸的直綫仅与 
5有一个交点， （ A ) 是（“）的边界綫，也就是 （/) 在巧平面上的投影 . S 的法綫方向是 
取与 Z 軸成銳角的，如此則得出 


COS Z) = — cos(a ， X). cos(» ， Z) = — cos(» ， y )， 


dy 


由此 


d(T 


xy 


Vi + 〆 + 〆 


dS ~ cos(« ， Z^)dS m 


假定 P ( r ， v . 是在曲面 ^ 附近所定义的連續函数，幷有一級連續偏微商，先考虑积分 

L 尸 “， y ， 咖 


曲綫 （/) 在 S 上，利用曲面方程 ; f = y )， 在积分号下，用 y ) 代; T ，（ A ) 上变 

点 x , y 的坐标也就是 （/) 上对应点的这两个坐标，所以 （/) 积分可以用 （ A ) 积分来代替> 
卽 


) (/) 户 ( 尤，少 ，^ P(x, y, f(x, y))dx, 

在右边用 Green 公式 ， P = JP(x ， y ， f(x ， y)) 5 Q = 0 ,則得 


U ) 


户（欠， y ， /( 尤， y))dx 



( a xy) 


d 

dy 


(P(af ， y ， f(x 3 y)))d<T ; 




- fl( 

( c xy) 


dP ( v— 
dy 




由曲面 S 的积分元素心与的关系可知 


(/) 


/>(:， y ， 啦=- + — y a ； y，g) ⑽（ II ， Z ) 從 
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dP f „、 dP 


(S) 


a7 cos( - 瓦一 ”， 幻 户 


假定 p 与 k 是另外两个函数，同样可以得以下的两个公式 


(/) 


Qix, y, s)dy *= jj(*^cos(» ， Z) — -^cos(», X) 、 dS ， 

(S) x Gz 

X) — -^^cos(«, Y)jdS m 


⑺办’ y ， 咖勹騎 

(S) 7 


■/ 


三式相加，得 


0) 


P dx -4 - Q dy 4- R dz = S!(lf ~~ cos (”， 

(S) LV5y ^ dz 


(dP dR 


\dz 


dx 


jcos («, Y ) 


dx 


dP 

dy 


cos ( rt , Z ) 


dS ， 


( 1 ) 


( 2 ) 


这是 Green 公式的推广，因为在 xy 平面上 iar = 0 ， cos(» ， Z) = 1 ， cos(a ， X) = 0, 
cos { n 9 Y ) = 0,所以得出 



P dx Q dy — 


fl( 

o ) 


ae 

dx 


dP 

dy 


da . 


前所假 定的: 平行于 z 軸的直綫与 Cs ) 只交一点是可以減弱的.如果不这样，就用輔 
助曲綫把 * S 分成几部分，使每一部分都滿足上述的条件.而每一部分都可用 （2) 式，然 
后把結果总加起来.因为輔助界綫在相反方向各算了一次，而且符号相反，所以 （2) 是在 
普遍情況下也是成立的.而須要注意的是对于 （/) 及法綫方向 U ) 要合乎以下的条件: 
依法綫方向直立，沿 （/) 走时，曲面 S 在我們的左边. 

公式 （2) 也可写成为 



P dx + Q dy + R dz 




B(a7 ~ I?) ^ 

( S ) 7 




dP dR\ 


dz dx + 




I €uz a,x i — =- 

dis dx / \ dx 


dP\ 

/ 


dx dy . 


这就是 Stokes 公式. 

争 争 

例 i . 若一坚硬的曲面在各方面承受的压力都相等，則必平衡. 

取曲面元素为心’. p 为单位面积的压力，它为常量，則沿必法綫方向作用在元素 
ds 上的力在座标軸上的投影的长度分別为 


P cos 又 dS , 


P cos ft dS y — P cos v dSj 


此处由于法綫方向与压力方向相反，故取負号，因此合力的三个分量为 


X 




P jjcosA^5, Y 

U ) 


一 P J J COS fldSy Z 

ts ) 


P fj cosv^5 

(V) 




在 OcTporpaACKHH 公式中取 P ^ l y Q ^ R ^ Q y 則得 


X = 0 # 


同样可得 
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作用在元素必上的压力对原点的力矩的三个分量为 


P^zcos fi — y cosv^dS 9 P^xcosv 一 zcos X^)dS 9 P(y cos A — xcos fi^dS, 

因此压力对原点的力矩的三个分量为 


M 


X 


Afy = P 


P j j (^zcos fi — ycosv^dSy 

iS) 

j J (arcos v 一 zcosX^dS 9 

(/) 


M g = P j j (ycos 又 一 xcos 

(S) 


在 OcTporpaACKHfi 公式中取 P = 0, Q = Pz, R = — Py, 則得 


A^r = o. 

同样可得 

M y = M z — 0 # 

因此曲面是平衡的. 

例 2. 取#平面为液体的表面， ar 軸向下，液体給浸人其內的一小平面块物体的压 
力是向着这块物体的法綫的.現在設浸入密度均勻，体积为 （ P 0, 表面为 Os ) 的物体，叉 
設液体的比重为設元素必浸入的深度为 A 則这元素承受的压力为 


沱在座标軸上的分量为 


ps dS m 


pz cos 又 dS ， 一 pz cos fi dS ， 一 pz cos v dS. 


故压力”的三个分量各为 


X 


p 之 cos 又 ， Y = 一 p arcos fi dS 9 Z 

iS) (5) 




zcosv dS, 


由 OcTporpa^CKHH 公式得 



因此压力朝着垂直向上的方向 ，而等 于物体排出的液体的重量. 


故 


現在考虑这些元素力：对物体重心 cihO 的力矩，它的三个分量各为 

■ 

p^[{s —— C) cos fi —— (y — i7)cosv]d5 ， 
p^[{x —— 汔 ) cosv —— Cz — C)cosA]d*S ， 
pz[ (y 一 jy) cos A 一 (x 一 ^)cos fJ^]dS m 


M 


x 




Kl^ — p 


X 


p f j 么 [(2f 一 C ) COS fl 一 (y 一 if) cos v\dS 9 

( S ) 

{ S ) 


^ ) cos v 一 (jet 一 cos X ]dS^ 
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M 


,=/5 ff s[(y — 7 )cos 又 一 (a? — cosft]dS, 

t5) 


由 OcTporpa ^ cKHH 公式可知， 


M x 


( v ) 


P vv 


Qz、z 一* C) Q^(y — v) 


dy 


dz 


dV = p fj j (7 — y)dV 


u ) 


~\\\ y 


dV 



0. 


类似可得 


My — M z — 0 


蠡 


故得著名的阿基米德原理，液休对浸人液体的物体作用一力，該力等于立体排出的液体的 
重量，这一力作用于立体的重心且垂直向上. 

例 3. 取 （0 为圓周/ + 〆 = 怎= 0,依逆时針而行，曲面为 x 2 + y 2 + / =〆 
(怎 > 0) 的上側 ， P = x l y l j Q = R — 試驗証 Stokes 公式 • 

一方面 


x 2 y l dx -\r dy -\r Z dz — ( x 2 y s dx = 一 a 6 f sin 4 Q cos 2 6 dd 

(/) J(/) Jo 


7 t 


8 


a 


6 


9 


另一方面 



u ) 


dQ 

dx 


dP 

dy 


dxdy H - 〈警一 ^) d y 


dP dR 

dz dx 


dis dx 





3 \ \ x 2 y 2 dx dy 


7 C 


8 


a 


6 


結果相同. 


例 4 . 取 （0 是圓周 


x = a cos J 


y 


a^\/~2 sin rcos /， z ^ a sin 2 t (0 ^ ^ 兀 ) • 


而 5 是它范围的圓， P = y,Q = z,R = x 


■ 


实际这 一 圓就是平面 x z = a 与球 X 2 + y 2 + s 2 = a 2 相交的部分，其半径为 一 a ~ 

V 2 


—方面 


% 


y dx ^ z dy + x dz = a 2 \ ( 一 2 sin 

(/) Jo 


2 


2 cos 3 1 sin t)dt 


1 


2 



2 7 ra 2 , 


另一方面 


— J ( dx dy dy dz dz dx 

( V ) 


等于这个圓在各个座标平面的投影之和 ，但取 負号.因此等于 


2 



2 



2 iza 


2 


結果一致. 
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§6. 与途径无关的曲綫积分 

在所謂与途径无关的曲綫积分 乃指： 在某一域 O ) 內取两点 a ， J ?， 由，4到 S 在 （ tf ) 


內作一曲綫（/)，如果积分 


(/) 


{P dx+ Qdy+ Rdz) 


仅与起点 j 及終点 S 有关，而与怎样取曲綫无关，这样的情況，称为与途径无关的綫积 


分. 


十分显然，在討論这問題之前，我們必須弄淸以下几件对象 :首先 o ) 的性貭，其次怎 

样的曲綫（/)，最后，函数 P 与 P 应当有璧什么限制. 

我們先討論平面上的情況，域 o ) 是单連通域，卽如果 
在 d 內有两个途径由 J 到 S ， 則这两个途径所围繞的部分 
也在(^)中. 

曲綫 （/) 是指可度量的曲綫，卽有参变数表示法， 

1 

X = y = < Ki ) 此处7)， 少 有連續微商. 

幷将假定 P ， 0在 O ) 內是連績的，且是有連績偏微商 



的函数，我們将証明 




U ) 


P(x ， y)dx + p(x ， y)dy 


(1) 


与途径无关的必要且充分条件是 




dP 

dy 


d £ 

dx' 


这一条件被称为确切微分条件. 


首先証明， （1) 与途径无关的必要且充分条件是在 o ) 中作任一封閉曲綫（/)，則 


(0 


P ( 尤 ，+ Q{x^ y)dy = 0 # 


如果由兩条途径 U ) 与 U ) 都从 d 到 S ， 則有 


00 


P dx "h Q dy 




C / a ) 


P dx + Q dy y 


由此可得 




P dx Q dy — \ P dx -h Q dy 

i C/o) 


0 




命 U ) 是一这样的一条閉綫，先沿 （ A ) 从 a 到 B ， 再沿（/ 2 ) 
从 B 到/，如此則得 


(/> 


P dx Q dy 


奉 



B 


由此可知，沿任何封閉綫 （/) 的积分应当等于0, 

反之，也容易 証明： 如果沿 (< r ) 內任何封閉綫 （/) 的积分等于0，則綫积分 （1) 仅与 
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端点有关. 


現在再 証明： 一綫积分沿任何在 （< y ) 內的閉曲綫等于0的必要且充分条件是 

§Q 

a / 

由 Green 公式 


dP 

dy 




a ) 


P dx + Q dy 






^ dP \ 

dx dy / 




所以沿封閉綫积分为 0 的条件又等价于 




(对任意域 tf ). 如果 



dP 


dx dy 


^ 0 


及假定 ^^ 是連績的，这样，我們可以找到一点 O 。， y n )， 在这点# — 

dx dy ox 


dP 

dy 


#0 .假 


E 迖点0,我們可以作一以 （％， y fl ) 为中心的小圓 U 。)， 使在 O 。） 中，" I 2 

dx dy dx 

—> ci > 0 \ 如此，貝 0 
dy 

^ ^ y _x 



迖是与假定相违背的，所以，如果积分与途径无关，則一定有 


dx 


dP 

a 7 # 


( 2 ) 


反过来，結論更是显然. 

如果条件 （2) 滿足了，就有 


Xxt y) 

( 文 0, y。) 


P dx Q dy = UCx^ y). 


(3) 


保持 y 不变，作为 x 的函数，則 

( Or 十 ax, y) ((x % y> 

P dx Q dy 一 l P dx 
Vq ) J 1 


(jTO 1 欠 0) 


Q ^ y * 


由于积分是和途径无关的，所以 


J Cr+Ax ， y) f. 

P dx + Q dy = \ PC 龙， y) 办 . 

(xt y) J x 


卽得 


dV 
• dx 


lim 


U{x + Ajt , y ) 一 t /( y ， 

Ax 



= P^x, y) # 


(4) 


同法，可証 


« 205 • 




誓， Q(x y y ). (5) 

oy 

所以 ， 

dU — - dx + dy ~ P dx Q dy. 

dx dy 

这說明了，满足了条件（2)，則 P dx+ Qdy 是一个函数 U(x 9 y ) 的全微分.不难証 
明 P dx + Q dy 的积分的一*般形式是 t /( x , y ) + c . 其証明是，如果 

dU = dU\ — P dx Q dy 9 

則 d(jJ v - C 7) - 0 . 但如杲 一函数的微分恆等于0,則这函数对所有的自变数的偏微商 
都等于 0. 所以这函数是常数.当然 

J W f(B) 

P dx Q dy = \ dU = C /( B ) — 

U ) JU ) 

反之，如果有一函数 tA , 使 



显然 


dUi=^ P dx ^ Q dy, 

dU, D dU t 八 

dx dy 

dP = d 2 Uj = d z U l _ d2 

dy dxdy dydx dx 


所以使表达式 P dx Q dy 是某一函数 £/ 的全微分的必要且充分条件是 

dP = dQ 
dy dx* 


如此，則£/由公式 


U(x y y) 




f U ， y) 

j P dx + Q dy 


c 


(^o* Vo) 


給出. 


§ 7 .多連通域 


如果 （< y ) 幷不适合上节的条件，由上节的推理可見，我們不能利用 Green 公式，因为 

I 

閉曲綫所范围的域可能不在 （ tf ) 中. 


关于 O ) 的条件也可以述之为，在这区域（幻上画出的任何一个封閉曲綫，可以連續 


地收縮成一点而不岀这区域.換言之，就是这个区域沒有洞，如图95阴影所指的区域便 
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是有洞的区域，为簡单起見，現在硏究一个有两个洞的区域（ 〆 )，如图96,卽在一个单連 
通区域中挖去两块（ I )与 { II ) 的情況.假定在送个区域 O ) 上也滿足确切微分条件，在 
这样的区域上取一封閉曲綫 (/ i ). 如果其內沒有洞，則 Green 公式还是适用的，卽它的积 
分等于 0. 現在取另一封閉曲綫（4)，其中包有（7)，則 Green 公式不适用.所以幷不能 
得出結論，沿（/ 2 )的积分等于0,幷且以后将看到的确有时非 0. 

但是如果 （4) 与 （ A ) 都是繞包有（/)，而不包有 （//) 的閉曲綫（图 97), 則我們可以 
用輔助綫段把这两曲綫連在一起，如此我們得到一个閉曲綫，先从6点起沿 U ) 走 
(正向）一圈，再由6到《，再沿（/ 2 )走(反向）一圈，再由《到在这样的区域上 Green 
公式可用，所以 

f f f - f + f =0 ， 

j{ba) )a 2 ) J(«A) 

这儿沿 U ，6) 与沿 O , a ) 的积分是取方向相反的，可以抵消掉的，因而得出 

換言之，如果 a ) 与（/ 2 )都仅包有一洞 a ), 則其积分数値相等. 

所以，洞 （/) 对应于一个确定的常数 an ， 它等于沿任何繞洞 （/) 而不繞洞 (//), 在 
O ) 內的封閉曲綫的积分，称叫为循环常数. 



同理，洞（ II )也对应于另一常数吻. 

如图卯，我們作两割綫 （ a ， O 与 （ tf ， J )， 如此所得出的新区域是沒有洞的，因而 

y) 

U(x y y) = \ Pdx + Q dy m 

J ( 尤 0, V 。） 

但是在割綫 （ a ， 幻的相对两側这函数相差一个数値吨，而在 O , 旬的两側函数相差一个 
数値吻，如果去掉割綫，回到原来的区域，則 C / O , y ) 不是一单値函数，而是一多値函数. 
繞 （/) 一周多加一个叫，繞 (//) 一周多加一个奶，所以函数含有不定項 


这儿 to 2 是整数. 


mi(Ox + m 2 u }2 


以上的討論当然也适合于多洞的情況，这样的区域称为多連通域.洞的数目加1称 


为連通数，例如，无洞域的連通数等于 


# 


a > i , a > 2 


称为周期. 


例.取定义于两个以原点为中心的同心圓之間的区域（<7)上的函数 
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<p = arctg A 

X 


命 








P — 

dx 


y 

p + 〆 

o = 

dy 

X 

m. 

x 2 4 - y 2 ’ 

則得 










dP 

dQ 

y 2 一 x 2 





dy 

dx 

U 2 + y 2 ) 2 • 


取 （0 为以原点为中心， ( 

* 为半径的圓周 y = 

acostpj y = 

asmqp (0 ^ cp ^ 2? t )， 刖 


l 二 y v^~/ dy ^ r ^ ^ 2w - 


因此在所給区域 O ) 上有一个洞，循环常数为 2; r ， 注意洞的半径可以是一^任意小的数. 
事实上，在（0, G ) 这一点， P ， 0都是不定的. 


§8. 空間与路径无关的曲綫积分 


我們現在考虑 



P dx Q dy + R dzj 


⑴ 


也是先假定在一单連通区域0)，而 （/) 是其中的一条封閉曲綫.現在求出对任意 U )， 
这积分等于0的条件. 

前用 Green 定理，現在用 Stokes 定理，可得充分且必要的条件是 

dP _ dQ dQ _ OR dR _ dP 

dy dx ’ dz dy ’ dx d ， 、 J 


如果这些条件滿足了，这定义出一个函数 U { x , y , ^) 5 


ru» y. ») 

U(x, y, z ) « l P dx + Q dy + Rds 9 


完全与以前一样，推得 



图99 


{x 0 , y 0 * z Q ) 


du 

dx 


P 


5 


dU 

dy 


Q 


dV 

a7 


R 




而 


dU ^ P dx-h Qdy Rdz 


及 


⑻ 


U ) 


P dx + g dy + R dz = "(5) — U ( A) m 


关于空間多連通域有以下的說明. 

首先两个同心球之間的部分是单連通而不是多連通， 


一个环是多連通而不是单連通. 

我們考虑一个区域0)，它由一个球的內部組成，其中挖去两个管子（ I )与 （ JJ ), 这 
两个管穿通球面，如图 99 所示.若取一鐃管 （/) 的封閉曲綫 U ) ，則不巧能在 U ) 內連續 
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地收縮成力一点.一般說来，沿繞管子 （J) 的任意封閉的曲綫的积分不等于0,命之为 
吻，沿繞管子 （/T) 的任意封閉的曲綫的积分命之为 0)2; 如此則得 C/U, y , 是一个多値 
函数/它們的値的差等于 


此处历 2 是整数. 


ntio>i +~ m2(Ozj 


§ 9. 流体的稳定流动 

我們現在假定流体是均勻的不可压縮的，幷且假定它的流动是卒面性的，也就是有一 
平面，其上每一点的流向都在这平面上，而且在垂直于这平面的直綫上，每一点的流速和 
流向都是相同的.这样，我們就可以把这問題看做一个平面問題.我們又假定是沒有时 
間因素的，卽在一点的流速流向仅与此点有关，而与时間无关. 



取这平面为矽卒面，在一点 M(x, y) 的流体貭点的速度矢量是 V ㈡（《，），把边界 
綫 （0 分为若千小段，命 MM 9 = ds 为其中的一段.由于我們取得厶很小，所以可以假 
定它在山上每一点的流速是近似的，在非常短的时間中，厶上所有的点在向量 V 的方向 
移动一段 \ v \ di , 而达到的位置是 AW、 平行四边形 MWA/' 的面积等于 

v)dt * 心 cos(v，n)， （1) 

这儿 n 代表 （/) 的外向法綫方向，用 * 記曲綫 （/) 逆时針方向的切綫方向，就有 

(n, x) = (», y); (n, y ) = — (*, x ) 

(所用的符号 （a，b) 是指由矢最 a 到矢量 b 的夾角），所以 

cos(n, x) = cos ( 赛， y ) 9 cos(n, y)== —— cos(s, .tr). 

从余弦和角公式得 

cos(v, n) = cos(v, **)cos(n, -h cos(v, y)cos(n, y) 

= cos (v, x) cos(s, y) — cos(v, y) cos(,$, x), 

幷且注意 

Iv) cos(v, x) == u } jvj cos (v, y) — 

■ 

是速度矢量在 A y 軸上的投影，由 （1) 可知 

AliViV'M ' 的 面积二 I videos ( v , n)dt 
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=I v | ( cos ( v ? t)cos(8 ， y ) 一 cos ( v , y ) cos (#, x))ds dt 


=(«cos(s ， y^ds 一 i/cos(8 ， x 、 ds、dt 
—( — v dx + u dy)dt. 

如果 （ v . lO 是鈍角，面积 MA ^ V ' M ' 是負的，这便代表流入曲綫 （/) 的情形.在时間山內， 


流过界綫 U ) 的全部流量是 


> : ( 一 v dx H- u dy^) dt 



dx u 


(/) 


\ 

dy^dt^ 


在单位时間中的总量等于 


⑺ 


( 一 v dx + u dy^) 9 


式中 （/) 是封閉的，而且沿逆时針方向求积分.当流向沿外法綫方向时，流量为正：反向 
时，流量为負. 

如果界綫 （/) 內沒有泉源，也沒有渗井（卽 （/) 內不会流出水量或減少水量），則得 


(0 


( 一 v dx + « ) = 0 # 


因此，在一个区域 U ) 內，旣无泉源又无渗井，則对其中任一閉曲綫（0,常有 


(/) 


v dx + u dy — 


( 2 ) 


由确切微分的条件可知， 


0 ( — v^) du 


dy 


dx 


卽 


d 


dx 


dv 

dy 


0, 


这是不可压縮流的特征.表达式 


dx -h u dy 


也应是一个函数 < Km ) 的全微分，且 


B 


0(B) — </^(v4) = \ ( 一 v dx -f- u dy) 

A 


这个函数 0( M ) 叫做流函数，它的物理意 义是： 单位时間沿一曲綫由 Z 到 B 的流量， 


• • • 


这是与曲綫无关的. 

如果有一个泉源存在，則除去这一洞外，以上的条件依然适合.积分繞洞一周便是这 
泉源放出的流量7 > 0,因而 </ r ( M ) 是多値的.有渗井的情況也是一样，仅須注意渗井吸 
入的流量 g < o t 

除积分 （2) 以外，我們还考虑积分 


(/) 


dx + v dy 9 


这个量称为沿界綫 （/) 的速度 环流. 假設沿任何封閉曲綫速度环流都等于0,这表示沒 
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有涡流的流动.在这样的情況下，有面数9(从）存在，使 


而 


9 k ， y ) 


J u ， ，） 

u dx + v dy 9 

(x 0 p v 0 ) 


dq> 

dx 


_ 

dy 


m 


由函数 < p { x , y ) 可求出速度的支量，因此这函数称为速度势，如果有涡旋中心，則 9 

* » # 

不是单値的，以上的积分表示旋涡的強度. 

• •秦 鲁擎 


把流函数与速度势函数的关系合拼起来， 

d 小 dcp d<b dm 

- — = - ^ — -- *— -“ =： ■■ 丄 ■ 

dx dy 5 dy dx * 


⑶ 


这方程称为 Cauchy - Riemann 方程. 

由这方程立刻可以看出 

d 2 cp + d 2 <p _ d 2 小 _ Q 2 0 

dx 2 dy 2 dxdy dxdy 


所以速度势函数适合于 Laplace 方程. 
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第十七蕈純量場与矢量場 


§1•定 义 


在空間或空間的某一区域中的每一点 （h y，r ) 都定义的函数 g>(x. y, 5f) 称为該点 

的純量，整个儿定义一个純量場. 

• • • 

例如，每一点有一定的溫度，所以温度就定义一个純量場；电場中每一点有一定的电 
位，因此，电位場也是一个純量場;地图上每一点都有它的高度，因此，高度便定义一个平 
面上的純量場 • 


实 貭上， 純量場幷不是什么新东西，而是三个(或两个）变数的函数而 B 


急 


如果不特別声明，我們常假定函数 9 是有連續偏微商的，幷且假定沒有使三个偏微商 


同时等于0的点（如有則称为奇点).由方程 


cp(x^ y y z) 


rm ^ 


G 常数） 


⑴ 


所确定的曲面称为等量面（等温面，等电位面，等高綫等都是例子).显然，在所考察的区 


域內的每一点，有一个而且仅有一个等量面通过，也就是 q>ix, y,z) 是点 u， 
値函数.因此等量面与另一等量面是无交点的. 


) 的单 


若在空間或空間的某一区域中的每一点都定义一矢量，則这些矢量的总合定义一矢 


量場，也就是依賴于 


的矢量函数 


R(x, y, z) = (XU，y， jet )， YO, y， 方）， Z(x, y, 


矢量 r 为变数的矢量函数，而 R ( r ) = R(r， 
通过一点的等量面的法綫方向是 


)• 


(dq> d(p d<p\ 

■ 1 

\dx 9 ay 5 dzr 




( 2 ) 


如果不另外声明，我們假定 X, y，Z 都是有連續偏微商的.有时，以 r 表 O^yy)， 則得 


(3) 


这矢量称为純量場 <pix, y, z) 在該点的梯度，以 

售 9 

grad cp 或 del <p 


表之， 因此，从一个純量場 <PU，y， 幻可以作出一个矢量場 gnd 中来. 

反之，幷非任何一个矢量場(义， y，z) 都可以看成为一純量場的梯度.如果如此，則 
必有一函数少使 


d<p 

a7 


X 


dq > 

dy 





(4) 


由第 §16. 8 的结果知道，有存在的必要且充分条件是 

dX _ dY dY _ dZ dZ — dX 
dy dx dz dy ? dx dz 


(5) 
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由純量場求梯度所得出的矢量場称为守恆矢量場，而 cp ( x , y 9 z ) 称为这矢量場的势 

* * i • * 聲 

® 数(或位函数).条件 (5) 是矢量場 R 守恆的必要且充分条件. 

參 • 

由 (5) 引出一矢量 



dX dZ 
dsi dx 


0 y 

aJ 





这矢量称为矢量 R 的涡度或旋量，以 




• 擧 


rot R 或 curl R 

表之.因此，矢量場 R 守恆的必要且充分的条件是涡度为零；也易見由純量場求梯度所 
获得的矢量場的涡度处处为0 . 涡度所表的矢量也成一矢量場. 


我們还定义一个矢量（ X ， Y ， Z ) 的散度 


* « 


div R = div ( X , 7， Z ) 


dX , dY t dZ 


dx dy 


dz 


例 （刚体运 动）. 在刚体上取一点 o . 在运 动学中 B 經証明（或由第二章朴充的結 


論），任何时刻刚体上一点 M 的速度矢 



可以从公式 


X 


求出，其中沪是 o 点的前进速度，0> 是瞬时“角速度”，而 r 是 
0与 M 的位置矢量.这矢量成一矢量場，它的支量是 


t/x + ci > v ； 

它的涡度是 


<o z y ， 十 <o z x — <o x z ， + o> x y —— 



C ?( +ayy — oyO 

dy 

5( v\ +to T y — 


5(^ — co T g ) 

dz 


0( t/jc +<Oyg 



dz 



-)riO z X 一 ClJyg) _ 0( t/x 


dx 


dx 


dy 


叫 . 


( 6 ) 


如果乂^和出与 : r ， y , xr 无关，則式 (6) 取値2(叫，叫， o > a )， 卽涡度为“角速度”的倍数.这 
就是涡度也称为旋量的道理. 


§ 2. 三种算子的性質 

散度，梯度，涡度都是綫性算子，也就是把它們运用在一綫性組合上，仍然得出相仿的 
綫性組合，卽 

div ( 又 a + fih) = A div a + /Jt div b ， 
grad (Acp + juttp) == A grad cp + ft grad <p 9 
rot (Aa + ^ub )= 又 rot a + /x rot b, 

p 

这儿 A ，/ x 是任意的常数. 

又关于各种乘积有以下的公式： 

首先两函数之积的梯度 

grad(cp(/r) == (- 私 ㈤ ) - ,^ <pgrad 少 + ip grad 9 . (4) 

\ dx dy dz / 
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⑴ 

⑶ 





函数 9 的函数 F 的梯度等于 


grad F{qf>) 




( dF ( q >) 

V dx 


Ov 


dF(<p)^ 

dz ) 


FT<p)grad <p. 


二矢量 a =( 

grad a * b = 


a 


的內积的梯度等于 


5 (a*b),^-(a*b),^-(a.b) 


dx 


dy 


dz 



d 


dx 


a 


b 


a 


.)， 


d 


dy 


a 


曠 


b 


a 


» 


d 


dy 


b 



a 

dz 


a 1 * b H~ a 




d 


dz 


b )) 


a 




a 


d 


dy 




b 


4 + 4 + 0 


a + a X rot b + b X rot a. 


函数 9 乘矢量 a 的散度是 


div (pa = 


这 X 、 

—dx 一 


+ + 0(jpa z ) 


dy 


dz 


<p div a + grad <p * a 


两矢量 a ， b 的外积的散度为 


diva X b 




d 


dx 


Q Q 

(^a v b z —— a z b^ + Ca z b x 一 a x b^) + —— Ca K b y — 


dy 


( db z 

\ dy 


db 


db 


ds 


db z \ 一 (_db^ 


dz 


dz 


b x 


d 


dy 


d 




da 


dz 


dx 

dx 


V dx 


db x 

dy 




b * rot a — a * rot b. 


面数乘矢量的润度是 


rot g?a = g? rot a + grad (p X a # 


二矢量之外积的满度是 


rot a X b 



d 


dx 


dy 


OZ 



d 


dx 


dy 


d 


dy 


az dz) 


b 


+ (div b)a — (div a)b v 


(5) 


( 6 ) 


⑺ 


⑻ 


(9) 


( 10 ) 


§3. 三种算子的迭用 


运算 grad epfe —純量場变为矢量場，运算 div R 把一矢量場变为純量場，而运算 
rot R 复把一矢量場变为矢最場.这三种运算的迭用可得以下的一些公式 * 

首先易証 


及 


•2 H • 


div rot R = 0 
rot grad = 0* 


( 1 ) 

( 2 ) 




其次， 


div grad <p 


d 2 g> 

~ dx ^ 



dy 2 


d 2 <p 

dz 2 


(3) 


最后由于 


A<p(Laplace 算子 ） • 


grad div R 




f 立 

\dx \dx 


ay * dz 


dy 


dz 


a (dx + ay 

dy V dx dy 


dz\ 

dz) 


d (dX t dY t dZ 


dz \dx 


dy 


dz 



及 


rot rot R = rot 


dZ dY dX dZ dY 


dX 


dy 


dz dz dx ^ dx 



d 2 V 


d 2 X d 2 X 


d 2 Z d 2 Z 


d 2 Y 


dxdy dy 2 

d 2 X d 2 Z d z Z 


dz 2 dxdz dydz dz z 
d 2 Y 


d 2 Y 4 d 2 X 


dx 2 dy dx 


dz dx dx 2 


dy 2 dz dy/ 


相減可得 


grad div R —^ rot rot R = aR 




(4) 


4. 梯度的几何意义 


命 / = ( cosa . cosjB, cosy) 代表一单位矢量，它与 r ， y ， r 軸的夹角各为 a ， y . 函 
数 y ， 幻在某一点沿方向/的微商是 


d<p 

dT 


dt 


+ fcosa, y + /cosjB, z + ^cosy) 


d<p 

cos a + d< P 

cos jB + ^ 

dx 

^=0 Qy 

/ dz 


cos y ~ * grad (p ^ (1 〉 


卽等于矢量 / 与 9 的梯度的內积，有时还記之为 grad, <p m 


由 Schwarz 不等式 


/ * grad (p ^ 




d<p 

dy 


dcp 

dz 


( 2 > 


上式仅当 / 与梯度 gradqr, 平行且同向时取等号，也就是純量增长最的方向 
与梯度所指的方向一致，而且增长率等于梯度矢量的长度，卽 

也就是沿等量面的法綫方向，純量 9U ， y ， =) 增长得最快，而与之相反的方向，降得最 



快. 


可以把一个綫积分写成为 


f y, z)dx + K(a:, y, z)dy 4 - Z(x, y 


)dz 
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r 


(Xcosa + Y cosp + Zcosy ) ds 



* Ids 


这儿 / 是曲綫 r 的切綫方向. 


如果（ X ， y ， Z ) = gmd 9,則积分仅与曲綫的两嫡点 B 有关，卽 


r 


grad <p » /i/f — j grad/ <pds *= 丑 ) — 


若 r 为閉曲綫，則积分为零. 
例 i . 命 


則沿积分途径 


的綫积分之値为 


沿 


的綫积分之値为 


R = (afy, Zj 一 xyz) y 


r 1: x ^ t y y 


z 


#， 0 < r ^ 1 


o 


{t 3 dt + tdt 1 


dt) 




43 




60 


r 2 ： 


X 


y 


z 


/， o ^ ^ 1 


i 7 

(# 2 + t — t^dt = — . 

o 12 


上述都是由 （0,0,0) 到 （1，1，1) 的积分，但因路綫不同，故而数値不等.其原因在于 

dx ^ ay A 

- = 尤与-- 0 

dy dx 

不等 • 因此， R 所定义的矢量場不是守恆的. 

例 2. 假定在原点有一貭量为 m 的貭点，硏究由这一貭点所产生的引力場. 

在 r = U ， y ， Z ) 处有一单位貭量，以上貭点对这点的引力是 

ri m 

r - -—— r 

| r | 3 

( Newton 定理： 引力大小是"^，方向是一这儿 | r 卜 x 2 + y 2 + ar * # 显然有 
、 |r| 2 |r|/ 

F = grad-^-, 

lr| 

卽 

m 

尤 2 + y 2 + « 2 

是这引力場 F 的势函数. 
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更广泛些，不难証明 ：如果 y ， 幻是的函数，卽球面是等量面，則梯度 


grad cp ( Ir i ) = < p f ( Ir I ) 


与半径同向或反向，視 < P '( | r |)>0 或 <0 而定. 

例如果 u 个貭点各在 r ,_ = U ， y , ，々）处，且各有貭量 m t (i = 1， 2 , • • . ，71)， 


則作用于 




U ， y ， 幻点的单位貭量的力是 


n 


F 


TYli 




3 


(r - r ,) 


这引力場也是守极的,其势函数等于 


n 


V 

^ [ 
f = 1 I 


m 


r,l 


例 4 . 更一般些，如有物貭以密度 p ( x ^ y , 分布于空間的一部分 P ，这批物貭作 


用于 r = U ， y ， 幻点的单位貭量的力等于 


F 







v 


o(r\^)(r — rQ 
1 r — r ! 丨 J 


dV ， 


这儿积分的变数是 r , = (^， yi ， a ) 过空間的一部分 r . 


这样定义的引力場也是守恆的，其势函数为 


< p ( r ) 





^( ri ) 

■H _ ■■矚 




V 


Ti 


dV 




单位貭量由 J 到 B 沿一曲綫运动所做出的功等于 


⑻ 


u > 


Xdx + Ydy 4 - Zdz = < p ( B ) — < p ( A \ 


§5. OcTpOrpa / l ： CKHH - Gauss 公式、 Stokes 公式的矢量表达形式 

上章所耕的 OcTporpaACKMi ^ Gauss 公 式是： 

命 *5 是包有空間的一部分 F 的周界曲面，在7及其周界 S 上都假定 XO , 




) 


Y ( x ^ y , z ), Z ( x ， y ，； y ) 有連續偏微商，在* S 上的一点，命 n = ( cosa ， cos jB ， cos y ) 兹他 
面 S 在該点的向外的法綫方向单位矢量，則有 


1(1 ( 

v 


dX , dY t dZ 


dx dy 




dx dy dz 




jj (X cos a, 

s 


Y cos jB 十 Z cos y ) d . 


兹公式显然可以表成为 



R 


- n as 


R - ds 


( 1 ) 


jndivR^K = 

V S S 

这儿 R = ( X ? Y ^ Z )^ da = n dS , 

Stokes 公式的原来形 式是： . 

命 S 表一定向曲面的一側， / 表曲瓸的閉周界曲綫.假定 *5 的每一点有切平面，其方 
向連續地依賴于曲面上的点（或更广泛些， * S 可以划分为有 限片这 样的曲 面）; 幷假定周界 
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綫 / 上的每一点皆有切綫方向（或者可以分为有限段这样的曲綫），又 XO, y ， 方）， 
Y{x,y,z), Z{x, y 9 z ) 在曲面上所有的点以及与足够靠近的点都是有連續偏微商 
的連續函数，如此則 


\ Xdx + Ydy + Zdz 

Jin 

dZ dY\ ^ ^ , (dX dZ\ „ 』 ，(dY dX 

- )dy dz -r \ - I dz ax + I - 

dy dz / \ dz dx / 、 dx dy 

= f[ ( 穿 - "^) cosa + ( 穿 - 穿 ) cos 3 + (¥ - 穿 ) cos y ds ， 

JJ L\oy dz / \ dz ox / \ ox dy / J 

这 JL n = (cosa ， cos3, cosy) 是曲面 iS 的法綫方向 . 注意曲面是单側的，法綫方向是 
在同側的 . 




这个公式用矢量符号表示 如下： 

i R * Jr 

J(/) 




("j rot R • n dS, 


s 


OcTporpaACKHfl 公式最常用的一个特例是 


R = <p grad 0 # 


由公式 (2.7) 及公式 （ 3 . 3 ) 可知， 


div R = div grad ip + grad q) 9 grad 屮 
=<pA(/f + grad Cp • grad 


卽得 


ff I (<pA (，& + grad cp * grad t/r) dV — <p gi*ad c/» * n dS m 

S 


( 2 ) 


由于 grad 0 - n 是函数少沿外法向的微商，卽 



dn 


所以得出 



s 


d<p 

dn 


dS 




[[[(pAiftdV 

J v 



+ 111 grad cp * graded dV m 


交換 <p, 0 而相減得 


s 



dS 


V 


(pj^cp)dV 


或 


q> grad ^ — ijj grad <p) ■ dff = jjj (<pA^ — </^Atp ) dV m 


例 1. 取原点有貭量为饥的引力場 


R 


r/|rP. 


求积分 



R * dtS m 


s 


⑶ 


(4) 
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由 OcTporpaACKHii 公式可知，我們应当計算 


JJjdivRw ， 

V 


这儿 

dhi R = 



_?_|_ 

{ x 1 + y 2 + z 2 ) 3/2 dy 


y ! 

{ x 1 + y 2 + z z y n 


j 9_ g 

dz ( flf 2 + y 2 + jet 2 




普 


由此幷不能說明这积分等于 0 ，因为上式当（*，：^，2)与（0,0,0)时正确，但在原点，11 
幷不連續，因而 div R 在原点无定义 . 由此只能 証明： 如果 S 不包有原点，則 




da 


s 


(if div R^F = 0, 

V 


如果 s 包有原点，以原点为中心作一以 s 为半径的小球，球面以 z 表之.从 r 中挖去 


小球所余的部分以 〆 表之，因此，公式仍然可用，因而 


J]r.^+ [Jr 


* 



s 


diS = M J div HdV 

v r 


0, 


卽得 



da 


* / 7 VT = - 


5 



R • dir 




r 


在 Z 上 


da 


r 


dS , 


如此則 



需 


da 



£ 




6 


r \ 

I • 

r| / 

f I w 

f 1 dS = — 4^ rm # 


dS 


£ 


即得 



d<T = 4 丌彷 


S 


例 2 ( Laplace 方程解的唯一性).命 P 是~ " 区域，在 〆 上史，少是 Laplace 方程 

秦逆 +处+逆 = 0 


dx 2 


dy 2 


dz 2 


的两个解，而且在包有 y 的边界 s 上9 =也求 証：在 P 的內部也有3必（假定解在 p 
及 s 上是有两阶偏微商的連續函数). 

命 (9 == <p —必 ，則仍然是 Laplice 方程的解，幷且在 S 上 0 = 0. 問題变为求証在 
r 的內部 0 = 0. 在公式( 3 )中取9 =必 = 沒，則得 


0 = 



dV . 


积分号下是非負的連續函数，因此在 F 中 

dd dd dd a 

dx dy dz 
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昕以 19 是常数.由0在 S 上等于0及其連續性可知0 so . 


例 3( 解 Laplace 方程的一个方法).求出函数？>，使其在 P 內适合 Laplnce 方程 

= 史2_ 4•也 + 扭 《 0， 


dx 2 


dy 2 


dz 2 


而在 r 的边界 s 上，9>及其外法向微商是巳知函数, 

On 


在公式 (4) 中取 (/r 二 丄，而 r 是由一定点 P(V 內的)到任意点 Q ^( x . y , 的距离. 

r 

但注意这函数在定点 P 不連續，因此不能直接运算公式（4乂以 P 为中心， e 为半径作 


—小球，以2•表此球面，以 〆 表 F 挖去此小球后的区域，由于在 K ' 中 y 与0 


•都适 


合 Laplace 方程，因此由公式 (4) 可知 

(<p grad --丄 grad ( p^j 


« 


da 



grad (p 一 <p grad 




z 


讀者自 証 3 当 s — 0 时 


j I — grad 如一 0 


T 


及 


j 1 cp grad — da —*• — 47 t ( p (^ x , y , z \ 


I 


因此得出 


<pO, y ， ar) 


4 tt 


9( 欠 1 ， yi ， 方 i)grad 


grad ( p ( x l9 y u « i ) ) • da ， 


S 


这儿 r = V(x — A ) 2 —; 3 + ( z - z ^ 这就是說，如果在 S 上給了 9 及&的 

dn 

函数値，貝 ll Laplace 方程的解答由以上的积分表出（不滩証明，它适合于 Laplace 方程. 
但幷未証明，当 O , y ， 幻趋于边界 s 时，9及^恰好就是所給的函数値人 

dn 

習題.用 OcTporpaACKHfi 公式算出 


j j (^xy dy dz + y 2 dz dx + yz dx dy ) 3 


s 


此处 s 是球面 ^ + y 2 + ^ 


* 


6, Nabla 算子 


我們仍用 


(1， 0, 0)， j = (0, 1， 0)， k = (0, 0, 1) 
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代表三个相互垂直的矢量.显然有 

及 

1X1=^ 3 X 3 k X k ^ 0 ， 

i x j = k, jxk = i ， k X i = j, 

j X i = — k，k X j = — i，i X k — 一 i. 

任 一 矢量可以写成为 

(a ， 办， e) = ai + 厶 j + <rk. 


Nabia 算子或称 Hamilton 算子，記之为 

— . 6 , • 6 , ■ d 

V = 1 h 1- + fc 

dx dy dz 


▽也可以看成为以微分符号 年， f 为支量的矢量. 

dx dy dz 


利用这个符号，我們可以算出 


及 


又已知 


grad [7 


dU • t dU 


■ 


div V 


dx 

dv 

~ d^c 


dy 

dv 


V 


dy 


dU 

a 7 

Qv : 


k = va ； 


⑴ 


( i 』-+ j 孕"十 kj -) . (i^.r + J^v + — V ■ v ; 

dx dy dz / 


⑴ 


rot v 


Qv 


dv 


V 


dy 


V X v 


dz 


i + (令 


dv 


dx 



d 


p 


dv 


dx 


dy 



(3) 


AC/ == V • (Vt/)(^V 2 ?7) - 


(4) 


a • (b X c ) = 1> • (c X a ) = c • (a X b ) 


这 JC (ty ^ ； 

b x b v b 


c 


Cy C 


如果 a = b ， 則行列式等于 0. 我們也有 


div rot V = V • (V X v) = 0. 


(5) 


又 a X ( Aa ) — 0 3 我們也有 


rot grad C/= V X (Vi7) — 0 # 


⑹ 


Nabia 算子的运用法則 如下： 

i ) 綫性的，也就是如果•••，是常数，則 

+ • • • + a tt X n ) = axVXi + …+ a„VX n ； 

iO 如果把▽用在乘积上（乘积的因子可以是函数或矢量，乘法可以是普通的乘，內乘 
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和外乘，只要乘出来有意义），其結果等于在每一因子上各作用一次然后再求总和，卽如 

I 备 1 

v ( xyz ) = v ( xyz ) 4- v ( xyz ) + v ( xyz) d 

这儿丨表示 ▽ 用在指定的因子上 . 在实际計算时，不加此符号 . 

例 1. div(L/v) = ▽ • ("v) 

= ▽ . (l ； v) + ▽ • (t/v) = V17 . v + t/V • V 
=grad f/ * V + £7 div V. 

例 2, div(Vi X v 2 ) = V ^ (vi X v 2 ) 

t I 

= V - (vi X V 2 ) + V * (v x X V 2 ) = V 2 • X Vi) — Vi • (v X V 2 ) 


= V2 * rot Vi — Vi * rot V2 
例 3. grad(v a - v>) = V(vx ^ V 2 ) 

=v(vj * v 2 ) + V(V! ^ v 2 ) 

= (v 2 • V)vi + V 2 X (V X Vi) + (vi * V)v 2 + Vi X r V X v 2 ) 
=(v 2 • V)Vi + V 2 X rot Vi "h (Vi - V-i- Vx X xotv Zm 

(这儿用了 b(a • c) = (a • b)c + a X (l> X <:))• 


§7. 曲綫坐标及換变数 


假定 


I = f(h O ， y = gih C ) ， 


z 


hi'hO 


(1) 


把 U , L <：) 空間的一个区域 5) 


地且連續地变为 y ， 幻空間的一个区域 Z >， 幷且假 


定/， L A 都有連續偏微商.因为是 


对应，則由 （1) 可解得 


眘 = <pO, y ， jsr), 7 ) = 00, y ， sr )， C = 义 y ， 之 ) 


_ 


⑵ 


再假定 Z 也有連續偏微商，微分 (1) 式得 


或逆变換 


dx ^ ^ — d7} + — 

de dr) ac 

dy = + -r^- dij + 孕 r 此， 


drf 


dC 




dC 


dz = —+ ^ d 7} + ^rdC 


d ?7 


ac 




dx + dy + dz 9 
dx dy dz 

^ IL dx ^^ L dy + ^ L dz9 

dx dy dz 

^-dx ^-dy + ^- dz , 

dx dy dz 


沿办，办，办方向的单位矢量就是 i，j，k， 从而沿從，却， rfC 方向的单位矢量应当 
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是 




如此,可以把一个由 y ， d 坐标系所表达的矢景用 (S, t C) 坐标系来表达，卽 

v = v z ) = v x \ + t/yj + v z k ^ 以以 + v^ n + ^cec* 

这是由（芒， 37 , C ) 坐标系所表达的形式，也就是 






以柱坐标 



为例，我們有 


e p = cos 历 + sin 沒 j ， 
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— — sin 设 i + cos 0 j, 

= k. 

由此卽得从柱坐标到直角坐标的变換 公式 : 

= tr p cosd — VQ sin^, 

— v p sin Q + v$cosQj 

v z ^ 

反之，由直角坐标到柱坐标的公式是 


V p = t/ x COS 0 


v 


sm 0, 


VQ 


x 


sin 0 + t/ y cos0. 


因为 




z* 



COS0 ， 


dy 


sin 0 ， 


50 

dx 

dO 

dy 


sin d 


9 


cos 


故 


•-d 


嘛 


0 


dx 


dy 


k 


d 


dz 


1 ( cos ^ i 


sin d 


d 


_ 


鏽 


P dd 


sin 


e 


d 


dp 


cos 


Q 


d 


P dd 


®p 


d 


dp 


ea 


P dd 


d 


dz 




y 


这儿令是柱坐标的 Nabla 算子. 


k 


又因 e p ， e 〃， 是活动坐标架的单位向量，它們是点（^，沒， =) 的函数，而 


dd 


你， 


deg 

'df 


®P y 


de p _ deo 


則得 


dp 


dz 


6 e , 

60 


dp 


0 


dp dz 


dee 

a 7 


grad U = 巧 U 


div v ^ * 


e p ^ + e , 丄並 

dp p dd 


e 方 


dU 

a 7 


V 


f 



d 


dp 


etf — 


d 


P dd 




a 


bz 


■ 


( u fi e p 4 - vq^q -f 


d 


dp 


9 


"p 


5 


P dp 


C ^ p ) 


1 dve + 

P dd 

1 dv$ + dv x 

J~de^ ~d7 
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( e fi 


3 4* ——+ e 

dp P 00 


z 


dz ) 


X ( v p e p + v$ee + 〜 e :) 




〜 c 
dp 

[ due 

V dz 
( 

v dz 


Qvq 

a 7 


z 


dt/fy 

" a 7 


GO 


dt， z 

dp 




及 


厶? 7 = div grad U 


1 d 
P dp 


1 Qv z 

p de ep 

\p dd 

d { pv $) 

> dp 

(帶 


V 0 


d 

dd ) 


Si 


dt/p \ 

^~ S 7) 

1^ dv p 

J ^ do ' 


1 d 2 U + d 2 U 

J 2 ^W 


以球坐标 


p sin 6 cos (p ^ y — p sin 6 sin < p ， z — p cos 6 


为例，我們有 


一 ， I 

/ \ 

i - \ 


e p -= sin <9 cos <pi + sin 0 sin <P3 + cos (9k ， 
e$ = cos 6 cos <pi + cos 6 sin <pj — single ， 


e T = 一 sin q >\ + cos <Ph 

于是得出由球坐标到直角坐标的公式 


% 



* 


v x — v p sin 6cos <p 4- i，e cos 9 cos (p 一 sin <p , 
v y = v p sin 6 sin (p + uecos 6 sin cp + v <^ cos<p 9 
v z — v 0 cos 6 —— ve sin 8 9 


又由直角坐标到球坐标的公式是 


因为 


v p ~ v x sin 6 cos <p + v y sin 6 sin <p + v z cosO^ 
v& = v x cos6cos<p + t/ v cos0 sin <p — v u sin 0^ 
p<p — — p x sin cp + v y cos cp m 


Qp 

dx 

dp 

dy 

dp 

dz 


sin ucos<p y 


sin 0 sin ( p , 


j 


cos 


故 


▽ = i— + i — 4 - k — 


dx 


dy 


dz 


if sin dcos < p ^--¥ C ^ 0 COS T . 立 

L dp p dd 


sin^sin<p^- + ^^ 

dp P 


sxn q > o 
p&nO dep 


嶠 


cos (p 


3 + COS cp 

dd p sin 6 


a ~ 

d<p 
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k 


cos 


Q 


d 


siad d 


dp 


P dd 




a 


dp 


+ 


d 


P dd 


e 


a 




p sind dq > 


V , 


这儿令是球坐标的 Nabla 算子. 


又因 


de p Qbb Qe ^> 


dp 


Qp 


Qp 


dd 


0 , 


Qe / 

~dd 


物， 



dd 


e 分 


己 ep = sin 中 ， = cos ^© 9 ? = —— (sin + cos 0e^), 


dqp 


dqp 


dcp 


則得 


grad U — V (7 = e 


p 


dU 


+ 


dU 




P dd 


Ctp 


dU 


pslnO d(p 9 


div v = V 


* 


v 


®p 


a 


己 p 


ee 


d 


P dO 


e 


d 


<p 


p sin 0 d<p 




P 


2 


d 

dp 


( 〆 〜） 


rot 


v = ^ X v = 


d 


己 P 


p sin 


+ e 泛 


e 


a 


Idd 


sin 0v$) 


[^ p e p + v$^e + "中 ecp] 


d 


p sin 6 dcp 


d 


P dd 


e 


d 




psind dqp 


X [ ^ p Cp + t /0 C $ + ] 


psind \d$ 


d u 成 ）一^ 

dq > 


©cp 


d 


P \dp 


Cp^sp) 


e 沒 


及 


AC / = div grad U 


1 djpve ) 

己 P 


d ( ? dU 


sind 

1 dv^ 
P dd 


1 dv ^ 
P dqp 


6qp 


-dp 


dp 

d 2 U 


p 2 sin 2 6 dcp 2 


p sin 0 


r 


a 


L 


dd 


( sin . 0 ■~~ , 


dU 


9 dQJ \ 


習题 1. 試求出 
的往坐标形式. 

習題2,試求出 


rot rot v 


rot rot V 


的球坐如!形 


§ 8.平面場 


我們将平面場作为例子，复习已有的結果， 

定义一个場称为平面場，如果它适合以下的两个 条件： （0 所有的矢量平行于一个 
固定的平面 p ; ( n ) 在垂直于这平面 p 的任一直綫上，每一点的矢量都相等(长短，方向）. 

这样的場可以用平面 p 上的矢量所成的場来表达.在軿到平面場的一个点时，我們 
記住，这是指通过这点与 P 垂直的直綫.耕到平面上一个区域时就是指以这区域为正交 
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截面的一个柱体. 

把平面 P 作为 0， y ) 平面，場中一切矢量都取 O ,，0) 的形式，其中％与* 
无关.今后还假定它与，无关，簡单地用（〜，~)来代表.如此，則 

div + rot v = (-^~^ k . 

dx dy \ dx dy ^ 


■ 

在平面上取〜閉曲綫 c ， 它包有一个区域 5). 現在在对应的柱体上硏究 
Stokes 与 OcTporpaACKHH-Gauss 公式所取的形式. 

首先討論 Stokes 公式 


現在 



dr — 


fl rot v 


5 ) 


d < T % 


rot v = 



dPy 

dx 



而底面的法綫方向是 （ 0,0,1 ), 因此 

^ — (0, 0, dx iy )_ 

从而 Stokes 公式变为 

L ^ dX + - D 办办， 

5) 

这就是 Green 公武. 


習題.求出柱面上一閉曲綫的 Stokes 公式. 
再看 OCTporpaACKHH — Gauss 公式 



n^5 = 


V 



Ci ) 


这儿 * S 表柱体的表面（包括柱面和上底 S = A 及下底 ; !T = 0)，而 P 表柱体.在上底及下 
底上 

n = (0, 0, 1) 

而 " = ( h ， 0)，因此 v • n JS = 0. 在柱面上，积分元素等于 dsdz ， 这儿心是曲綫 c 
的长度微分，而 n 正好是曲綫 C 的外法綫古向，卽 ( i ，- — Y 因此得 

\ ds ds / 


V 


n = 


V 


ds 


v 


y 


dx 

ds 



卽 （ 2 ) 的左边等于 


h r 

dz \ v、dx 一 v x dy 
o J c 




~ h \ 


c 


Vy dx 一 v x dy 9 


而 （2) 式的右边显然等于 


MOt 卜 

a 
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因之得出 


C 


y 


dx — v x dy 


=l 賠 




dy 


dx dy ^ 


(3) 


达就是 Green 公式. 


附記.特別提請注意，有时把 ( 2 ) 式写成 



v x dy dz "h p y dz dx + v % dx dy 


s 




a 


dv 


d 


dz 


dx dy dz. 


—不小心就会导致以下的錯 誤:在 柱面上，当" 


Z 


0时，左边等于 




0 


dz 


^ j v x dy -f- v v dx ) 5 


因而得出荒謬的 結論: 


c 


x 


dy + t/ y dx 





d 


a 


3 > 


dx 


dy 


dx dy % 


其錯誤的根源在于把“三維空間中面积元素办 A” 等同于“重积分的面积元素”.在三維 
空間中，办办代表由办旋轉90°到办的面积元素，因之，与办办适差一符号，因而有 
时用[办，厶]来区別于我們普通的办办.最簡单的例 子是： 如果如图所示的方向为三角 

形的正面积，則 BC , CA 都是正向.至于高維的情況， 
将来再談， 


0 



(1)，（3)二式可以写成为 

V t 心 = | rot v * d<f 、 

c » 



⑴ 


v * nds 




c 


j J div v dtfy 

3 ) 


(3) 


这儿 J 是曲綫上的长度度量，切向 t 与曲綫的走向一致， n 是法綫方向，由 n 正向轉90° 


到 t， 卽 t 
积分 


(cos sin 


dx 




ds p 而 n = 卜 ( 含 ， d$r 





N 




I V * It ^ = l v x dy — t/y dx 
c Jc 


表示場 v 經过曲綫 c 的流量.当法綫方向取定后 3 順法綫方向的为正，反之为負.由 （3) 


式 3 也可以写成为 


N 


f j div v d < S % 

5 ) 


在某一区域內 div v 处处为0的場，称为管量場，卽經过任何一条封閉曲綫的流量都是0 . 


又由 div V = 0可知 


dv , 

dx 


dy 


因而有一函数 F 存在，使 


dV 

dy 


Px 


dv 

a7 


泛 y, 
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这 r 称为流函数， p » 常数的綫称为流綫.由= 0可知流綫的方向^ 

dx oy dx 


△也就是矢量"的方向，幷已知在 5) 內对任意一条由（巧， yi ) 到（巧， y 2 ) 的曲綫 C ， 

V x 


常有 


2V *=* j ^ — Vydx v x dy dV — V(_x- 4 


少 2) — V{x tj yi). 


积分 




\ y * ids 1 

Jc Ji 


x 


dx + v y dy 


表示場 v 沿閉曲綫的环量.由 （1) 式可知，如果 rot v 处处为0，則 3) 中沿任一閉涵綫的环 
量都是 0. 这样的場称为守恆場（或称无润場). 

必存在一函数 J /(； r ， y ) 5 称之为势函数，使 


dU 

dx 


dU 

3 a 7 


穸 y, 


c / 等于常数的曲綫称为等势綫，易見等势綫与流綫正交. 


如果一个場旣守恆又管量，則得 

dU — dV 
dx dy 


dU 

dy 


dV 

aT ' 


这就是 Cauchy-Rieraarm 方程，也称 Euler-d * Alembert 方程， 

例硏究仅有一泉源(或渗井 ）（div v 与0的点称为泉源）所产生的矢景場（注意， 
現在是平面場，因此就是在空間一直綫上处处有相等強度的源泉的場). 

假定产生源泉的点是原点，則 divv = 0,当 O ^ y ) 今 0 . 由于对称关系，不妨假定这 


个場是由 


V = <p(r)l^ 




所定义的，这儿 r =0， y)，r = | r|，P 




过圓周 


p 的流量等于 


N 




n ^ — I < p ( r)A » 2 np * < p ( p ); 


另一方面，在环 (0 <)/> x <r < p 2 中幷无泉源，卽 div 


0. 因此 



y • nds 







div V dx dy ~ 0, 


P t < r < P s 


卽 iV 是一常数，因而得出 


< p ( r ) 


N 




2 nr 


这 / V 定义为泉源強度，代人 (4) 式得 


N 


2 nr 


t 


N 


(―^― 
\ x 2 + v : 


y 


+ y 2 ’ x 2 + y 2 / 
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易見流函数与势函数各为 

= — tg _i — + c i9 U — —log *\/ 太 2 + y 2 + 〔 2. 

2tz x 2 tc 

图中虛綫表示等位綫 5 箭头表示流綫. 

例 2. 同法，如果润点 (rotv _ 0的点)在原点，仅由润 
点所产生的矢量場的流函数与势函数各为 

v = —log V 丈 2 + y 2 + c u u = 一一 tg - 1 — + c 2% 

2tc 2^t x 



图中虛綫表等位綫而实綫表流綫， r 称为涡点強度. 

例 3. 假定在原点有一強度为 w 的源泉，它同时也是 
強度为 r 的涡点，因它所产生的場的势函数与流函数各为 

U = —log x 2 -h y 2 — ~ tg^ 1 — + 

2 tz 2 tt x 

V ~ ~ tg- 1 — log ^x 2 + y 2 + C 2 . 

2 ts x 2 n 

兩极坐标得 


U — — log p — —6+ C l9 

27 t 2 it 


F = — (9 + — log p + C 25 
2 tc 2 jc 


因此 

U + iV — — ( log/o + + — ( log /) + id } + 

2 tz 2 tc 


如 C\ + iCi — log z C y z ― 

lit 

其等位綫与流綫各为 

r tog p + n<p = c x n log p — r<p = c 2 f 

这是正交的对数螺綫族. 



例 4 . 在”点处，每处（匕， 7/) 各有一強度为队的泉源，則 


U 


n 


2% 


2 A//log V (方 


一 H + (y — rji )\ 


例 5. 如果泉源在一条曲綫上，可相仿得出 

C/ = 丄 | pH ^}) log 々 、x — 芒 ) 2 + (y — if ) 2 ds ， 

2 itJC 


这儿心 是 C 的长度微分， n ) 可以定义为泉源強度密度. 
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补 


充 


§9. 在流体力学上的应用 


在流体力学中，矢量分析有着重要的应用.在硏究流体运动时，出現各种各样的場， 
如密度場，速度場与加速度場.第一个是純量場，后两个是矢量場. 

1) 速度場 

速度矢量 v =(〜，〜，"》)与位置 * 0, y ，2) 及时間 < 有关，微分方程 

dx dv * 


的解代表一族曲綫，称为流綫族.流綫族是随#而变化的. 

• • • 

如果 " y ， 〃，与#无关，則流綫也就是貭点运动的軌迹.微分方程蛆 

dx dy ds 

I ■ fc" I — ■■ I ■- — ■ ■ ■ ■ ■ J*i — wm ― ■- 

V X Vy V t 

可以理解为給了 一 '矢量場（〃*， 〃 y , 〃 z )， 求 一 族曲綫，其上每一点的切綫方向都与在該点 
場的矢景相吻合.微分方程的存在性与唯一性定理也可以理解为过所討論范围內的一 
点，有且仅有一条这样的曲綫，这样的曲綫也称为矢量綫.由此可見，矢量綫是不相交 
的.从流体力学的角度来看，迖是显然的事实. 

有时我們还討論矢量面，卽对曲面上每一点，場中的矢量一定在曲面的切面上. 

从 一 条异于矢量綫的曲綫出发，通过其上的每一点作一矢量綫，这些矢量綫上的点演 

成一曲面显然是一矢量面，原曲綫称为迭矢量面的准綫， 

* # 

当准綫是一閉曲綫时，得一管状閉曲面，这称为矢量管. 

2) 散度 


命 S 是一定向曲面的一側，卽法向矢量肯定在 S 的一側，称为外面. 

在无穷小时間山內，通过曲面元素忍的流量可以看成为以忍为底、以〜为高的水 
柱的体积，这儿、是矢量 v 在 S 的法綫上的投影.命 p = pU ， y ，、#) 表示流体密度, 
則在时間山內，通过忍的流量等于 


pp n dS dt 




因此在单位时間內流过 *5 面的流量等于 



P^n 


由于 


n 


v x cosa + Vycos^ + cos y , 


命民 = pv =-( x . y ， z ), 可知单位时間內流过 s 面的流量等于 


jj R ndS 9 

s 


( 1 ) 
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这 JLn 是 S 面的法向. 


当 S 是一包有区域 F 的閉曲面，这积分就是流体从这区域流出的流量（注意“負”流 


出就是流进).这也就是 OcTporpaACKHg 公式的一边.如果将 S 縮小，最后使 F 縮成一 
点 0， y ， d ， 則极限 


j[R * ndS/V 

S 


{ V 表区域 F 的体积) 


可以定又为散度，屯等于 

$(l(f 

lim -- 

V^(x t y t z) 




dX j dY { dZ 
dx dy dz 


( 2 ) 


散皮的流体力学的意义很明显，它是用来硏究在一点流体“散”出的比率的. 

• • # »争#鲁 

div R = 0 表示这点旣非源泉也非渗井. 

I 

3) 矢量管 


假定所討論的曲面是矢量管，命&与&是矢量管的两断面，各表示管壁，幷且假定管 
內旣无源泉又无渗井，卽 dW R = 0. 

由 OcTporpaACKHfi - Gauss 公式得 



m id 






这儿法綫方向都是向外的.由于矢量管的性貭，在馬上 R 与 n 垂 


直，卽 R 


0 (也就是流体不通过管壁外流），亦卽 


j f R • n ^5 = 0. 


把&处的法綫$向改为內向，則得公式 

' TkdSy 


卽通过 矢量管的流量对任一橫断面都是一样的(注意，“管”幷不一定指眞的在一根管子內 
流功，而是指具有此性貭的一部分流体). 

4) 涡量(或旋度） 

命/是 一 " 条封閉曲綫，綫积分 




v x dx + v y dy + v x dz 


称为按一定方向繞 曲綫/ 一周的速度环量. Stokes 公式 


攀 • 


dr 



rot v • n dS 


可以理 解为 5 涡度矢量 rot v 通过 S 面的 “ 流量”等于沿这曲面 的界綫/的速度环量 .由 


于 S 是定向的曲面的一惻，丨的正向也由之而定义了. 
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从一点 M 出发，作一单位矢量 m . 在垂直于 m 的平面上作一繞 M 的閉曲綫/，如是 


得 


dt 


rot 


lim 


(3) 


迖儿 *5 也代表 S 的面积，卽当面积无穷縮小时,繞一点的环流量与面积之比的极限等千涡 
度矢量在 m 上的投影长度. 

一 般地耕，曲面 *5 上繞一点的环流量与曲面积之比的极限等于涡度矢量与曲面的法 
綫的內积. 

5) 連續性方程 • 

假定某流体連續地充滿空間某一区域 P， 幷假定在其中旣无泉源又无滲井.一般說 
来，流体密度可以是依賴于时間地点而变化的（卽可压縮的 流体乂 
假定曲面是 P 的界面，在单位时間內向外流出的流量等于 






dS , 


这儿= p ( x ^ y ， sr，/) 是流体的密度， n 是曲面5的外法綫单位矢量 




另一方面，从情流体的总貭量来考虑•妍間桃密度的改变量体积 


元素的貭量 pdV 的改变量等于 


已 P 
dt 


dt dv ， 


因而整个 r 的流体量的改变量等于 


dt 


JjJlf 汉， 


这就是办时間內流进的流量，改变符号，在单位时間內流出的流量等于 




卽 




If /0V ■ -h jil = 0. 

S V 


(4) 


兩 OcTporpaaCKHH 公式可知 


职 ― v + *)^0. 


这对于^內任何一块都成立，因此得出流体力学上著名的連續性方程 

• • • * • 


div pv + — 0 

dt 


或 


dt 


* 


grad p + p div v 0 # 


(5) 
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如果有泉源或潫井，假定流体物貭增长的速度是心>0, y，A /)，則我們必須添上单 


位时間內所增加的貭量 


因而連續性方程变为 



div pv + 


dj? 

dt 




( 6 ) 


比例常数々称为增长因子. 

由于流体的密度 p ( x , y , 2：, 与时間《及位置( X ， y , 有关，而位置（ X ， y ， :?）又依 

时間而变化，因此 


卸 —W i OP dx , dp dy , dp dz 
dt dt dx dt dy dt dz dt 


(7) 


这儿 4 •是密度 户在运 动中的变更率，而- 

dt 

^ 表示在一定点密度 P 的变更率. 
dt 

这式子也 

可以写成 

dp 

dt 

_ dp 

dt 

- + v • grad p , 

(8) 

这儿 

v = 

^ ( dx 
\ dt ' 

dy ds \ 

9 dt ' dt r 


代入 (5) 式得 


dp — 
• dt 

1 —^ p div V ， 

⑼ 

卽 


div v — 

1 dp 

= — ■■■■ , - ^ 

P dt ' 

(10) 


亦卽散度 div v 等于流体在該点的密度 P 的相对改变率，所以无源泉（或渗井）而且不可 

* * •**«»•«>•• «鲁« ••華 

压縮流体的矢量場(速度）可由 


来刻划. 

如果也沒有涡度，卽 
則有少存在，使 

代入 ( id 得 
卽 


div v = 0 


rot v = 0, 

V — grad 0 ^ 

div V ~ div grad 0 = 0, 

d 2 0 t d 2 0 t d 2 0 rt 

m ■ —J— —^ **4 — ■■■ M 

dx 2 dy 2 dz 1 


( 11 ) 


( 12 ) 
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这儿 0 称为速度势函数，卽依不可压縮的流体而言，速度势适合于 Laplace 方程 (12). 同 
法可証，在可压縮的情況下，方程为 


■L AR + + d 2 ^ + d 2 0 

P dt dx 2 dy 2 ds 2 


(13) 


6 ) 理想流体的运动方程 

所謂理想流体，是指无粘滞性的流体而言. 

一般說来，物体的运动取决于外力与內力.我們考虑一极簡单的 情况: 外力与貭量成 
比例.命 F 是作用在一单位貭量上的力，在体积元素 W 上作用的力等于 pdv F. 

至于內力，也就是流体中一块 F 所受到其佘部分的力.对理想流体来說，这等于朝向 
流体內部的压力.命 S 是体积 K 的界面，这也就是曲面 S 上所受的压力.以 （ cosLcos / x ， 
COS lO 表曲面 S 的向外法綫的方向佘弦，曲面元素上所作用的力在坐标軸上的投影等 
于 


一 p cos XdS , 一 pcos fidS ^ —— p cos vdS , 

这儿 P 代表单位面积上所受的压力.因此，作用在 P 上的力等于矢量 




\\ pco s A dS ^ ~ p cos fi dS , — j j p cos v ^5^, 

s s s 


用 OCTporpaflCKHfi - Gauss 公式(例如，在第一支量上取 R = ( P ，0, 0)) 得 


(- 

y 



V 


dp 

By 


dV , 


J«IH ， 

v 


也就是加于上的力是 


dV ， dV , dV^j = - dV grad p m 


由 Newton 定律 


p dV a = p dV F — dV grad p ， 


这儿 a = ~ = 

at 


d 2 v 

17 2 


是加速度，也就是 


d 2 r 

dt 2 


F 


P 


grad p ， 


(14) 


送就是理想流体的运动方程，也是流体力学及空气动力学中的甚本公式. 


在流体力学中，常用表示速度矢量|峨.奸位置(…）与速度 


(»，〃，《/)郡与£有关，所以 


d z x __ du 



du dy + du dsc 
dy dt dz dt 
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d z y 一 

dt/ , du , 

= H - « + 

dt ^ , 

"十 

dv 

dt 2 

dt dx 

dy 

dz 

d l z 

du / t Qw , 

Qw t 

Qct 

dt 2 

一琴 ■ ■■■— 1 ' ■ W *T 

dt dx 

■ t/ "T" 

dy 

dz 


把 F 写为 （匕， F v ， F 丄 則 （14) 式变为 


du 

~¥t 

dv 

dr 

Qu 

dt 


du 

dx 

dt / 

dx 

Qw 


du 

dy 

dv 

dy 

Qw 

dy 


du 


dz 


1 dp^ 

T dx ^ 

1 dp 
P dy 9 

i 

P dz m 


这称为 Euler 公式. 


这公式也可以改写为矢量 形式: 


dv 

dt 


+ 


■矚 - 


dx 


+ 




dy 


+ 


i) 


v = F ——— grad p m 

p 


如果以 v • ▽ 表算符 


立 

dx 


dv 

07 


v m ~ m ~ 

dy 


+ (v * V)v 


dz 


，則得 




gmd 汽 


7) 合而言之，流体的速度 v 二 （《， 〃，似 ）， 压力 P 及密度适合于 

+ div (/> v ) = 0 (連續方程）， 

Ot 


dv 


+ (v • v)v 




grad ? (运动方程）， 


这儿有五个未知函数，但仅有四个方程，佘下的一个是 JEE 力 P 与密度 P 关系的物态方程 




M 


这样便得出流体动力学的完全方程組. 
8) 現在来說明公式 


div rot R 


在流体力学上的意义.我們考虑涡度矢量所成的場，上式說明迖样的場永远是管量場， 
这場当然有矢量曲綫，矢量管等等.送样的矢量管称为轉动管，也有所謂“流量”通过轉 


动管的任一断面都相等的現象. 


10. 声的传播 


我們現在把流体动力学的方程应用到声的传播过程.我們作以下一些假定： C 0 声 
的传播过程是絕热的，也就是假定物态方程是 Poisson 絕热綫 




© 


r 


Cp/c 
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技儿 Po , 外 是初始密度与压力，而 G 与 G 是定压比热与定容比热； （ ii ) 气体振动是微小 
的，也就是可以把速度，速度的様度，密度 P 的梯度这些数量的高次項略去不計. 


引进密度的相对变化 


S 




six , y , 0 = ^ ~ 


Po 


卽得 


/> = (!+ s ) p ai 


在这涅假定下，流体动力学的方程变为 


dv 

dt 

dt 


F 


Po 


grad p ， 


p 0 div V ， 


p ^ f 0 (l + ^) r p 0 (l + ys) 


(这是因为 


9 


grad p 


Po 


(1 


1 grad p 士 —— grad p 3 

Po 


div p v = V • grad p + p div v 占 p 0 div v ). 


命 = y p ^/ pQ ? 則得 


0v 

dt 

bs 


F 


grad s , 


div V* 


交換微分次序，幷消去 V ，得 


d 2 s 


d 


dt 2 dt 


div v = div ( 一 a 2 grad / + F) — div F 


卽得波动方程 


6^ 

a ? 


a 2 A^ — div F. 


如果沒有外力，卽 F = o , 則得波动方程 


a ? 


2 


As 


\ dx 2 By 2 


d 2 s . d 2 s 


dz 2 ^ 


* Af , 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


法意，是压縮或膨胀現象的量的刻划，因此这方程所代表的是声的传播律， div F 代 


表声源, 


11. 热的传导 


一个物体在不同点与不同时間有不同的温度 < pO ， y ， ar ，#)， 这样定义一个純量場， 
卽温度場.矢量 


一 k grad 9 
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称为热流矢量，其中々>0是比热系数.我們所以用（一）号，是根据“热向低处流”而取 
定的. grad<p 的方向是9增长得最快的方向（§4)，因此取(一）号表示热向低处流. 

取一曲面元素忍，在时間山通过必的热量与山必及温度法向微商¥成比例，也 

On 


就是說， 


A^) = ^dt dS 


dqp 

Qn 


一 \ dt dS grad (p • H, 


因此，如杲閉曲面 S 包有 r ，則通过 S 的全部热量等于 

— ^jj ^ grad q> • n dS: 

假定无热源，則单位时間內物体 F 通过界面5流出的热量等千 

Q — — j j ^ grad * n dS — — j i ^ grad <p • d 炫 , 


CD 


5 


5 


用 OcTporpaiiCKHft-Gauss 公式幷改变符号，可知流入的热量等于 


jjj div (々 grad cp) dV % 


( 2 ) 


v 


再用另一方法来計算 F 的热量.在时間办內，温度增加 




則 w 需要輸人的热量是 


cdqypdV 


，警 ㈣ 


这儿 < 是一比例系数，叫做物貭的热容量，而/^是物貭密度.在时間山內整个立体要 


吸收的热量，等于 


dt 



V 


单位时間內吸收的热量等于 



V 




⑶ 


由于(2)，（ 3 )相等，因此 


«11 


cp 


v 


dt 




div grad <p)| dV = 0. 


这对所考察的区域內的任何一部分都对，所以有方程 


cp = div (々 grad <p )， 
dt 


( 4 ) 


这是有名的热传导方程. 


在均勻介眞中，命 a 2 




<^P 


,則得方程 
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dcp 

dt 




当温度稳定分布时，卽9仅依賴于位置 h y ， 0 而不依賴于时間 * 时，則温度9适合 


于 Laplace 方程 


△q? 爲 0. 


以上所論，是在假定无热源的情況.如果有热源，則有以下的式子 

ijl { 一 出 V (々 g ra< ^ ^ ^ Jj| <? 


最后一項表示在单位时間內由 P 放出的热量. 

被积函数 tfU , y , 0給出連續分布于 K 中的热源強度，因此得出 

cp 一 div (々 grad p) — e m 

dt 


在均勻介貭的情況下, 


= a 2 A(f> -I - 

o/ cp 


rtt*|..innt-|rryp| r |- - 
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第十八章曲面的微分性盾 

S 1. 代数工具 

我們現在先叙述一下本章所要用到的代数工具，有些是巳經有过的，有些是新的，不 
必査书，讀者試补出沒有証明的公式的証明. 

1) a ， Ui ， 《3 )， b = Oi ， 办3)是二矢量，貝 1 J 

|a X b | 2 - ! al 2 | b | 2 - Ca • b) z (1) 

(§ 2.5,2). 

2 ) 任意四个矢量 a , b , c ， d 之間有 次之恆 等式： 

Ca X b ) - Cc X d ) = (a * c)(b • d ) — (a • d)(b • c ) (_2) 

(定理 2. 6. 3). 

3) 做二次型 

k 

(Aa + /ib) • (Aa + /^b) = EX 2 + 2FAju + Gfz 2 9 

其行列式 

£G — F 2 = la X b| 2 # (3) 

作 

( 又 c + jud) * ( 又 c + /xd^ — £() 又 2 + (4) 

及 

CAa H- pb) • ( 又 c + jud) — LA 2 + 2MXfi + Nfi 2 m (5) 

如果 

a，d = b.c 及 a X b 平行于 c X d ， 則 

(LA/ — M 2 ) 2 = {EG — F 2 )C 五 0 G 0 — Fj). (6) 

由 （ 5 ) 及 a*d = lvc 得 

LN — W 2 = (a*c)(b*d) 一 — (a.d + b ， c) 2 

4 

=(a*c)(b*d) — (a -d)(b*c) = (a X b) * (c X d). 

再由 a X l > 平行于 C X d ， 故得 

((a X b ) • (c X d)) 2 = |a X b| 2 |c X d| 2 = (EG — F 2 )(£ 0 G 0 - Fj ). 

4) 假定 a > 0, ac — b 2 > 0 # 命 Ai ， A 2 是 

(aA 一 a ')CcX 一 〆 ） 一（厶 A —厶 ') 2 = 0 (7) 

的两个根， 

a，X \ + lb，xy ^-^ ^ l Zm ⑻ 

ax + 2bxy + cy 
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証參 由于齐次性，面数 


♦ 


a^x 2 4- 2b r xy + c'y 2 
ax 1 + 2bxy + cy 2 


(9) 


的最大、最小値等于在橢圓 


2 


ax 99 + 2bxy + cy 1 




1 


上函数 ax 2 + 2b'xy + c y z 的最大、最小値，所以存在性是沒有問題的 •由 

/ y „ x b 

ax 1 + 2 b 9 xy + cy 2 — XiQax 2 + 2 bxy + cy 1 ) = ( a ' — A L a ) [x + -- - y 

\ a 一 A\a 


可知，如果^一 Ay >0, 則 


ax 2 + 2bxy H~ c y 1 〉又 
ax 2 + 2bxy + cy 1 


如果/ — < 0， 則 


ax 2 + 2b'xy + cy 2 〈又 
ax 1 + 2bxy + cy 2 


1， 


卽 h 不是最大値，就是最小値 ； A 2 也是如此.但 A 2 比&大，所以得出（8)式, 


由 （10) 可見，当 


x 

y 


£i 

y\ 


b’ — Ai 办 
a — X\a 


时，函数 (9) 确収下界々，而当 


x 

y 


b f — X 2 b 


V 2 


a — X 2 a 


时，面数 ( 9 ) 确取上界又 2. 


5) 方程 (7) 可以写成为 


所以 


( 


ac 


办 2 ) 义 2 — i^ac + a c — 2bb’ 、 7s 七 a c f — 办 ’ 2 = 0, 


AxA ； 


a c 


b 


n 


2 


及 


Ai + A ； 


ac 


ac 一 b 


f + ac — Ibb’ 


ac 


b 2 


因此 


Vi y 2 


b n —— （Ai + Xi)bb f + Ai 又 2 办 2 _ b f c 一 c 攀 b 
a’ 2 —— （又 1 + + Xikz^ 这 , b 一 b 9 a 


及 


yi 


xi 

V 2 


2 a 一 i ^ ab 9 + a ’ 厶 ）（ 又 i + 又 2 ) + 2 义 i 又 2 “ 办 


a c 


f 

c a 


a 


n — (义 jl + X^)aa + XiXz^ 2 


a b 一 y a 


因此 A : yi 与 xt * y 2 是以下的二次型的两根: 


(jzi/ —— ba’ 、 x 2 —— i^a c —— c f a)xy + Qbc’ 一 cd fS )y 2 ^ 0 # 


6 ) 极易推得 


ax x x 2 + b (^ Xiy 2 + x 2 yi ) + cyiy 2 — 0. 


(10) 

(id 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 


⑽ 

(17) 
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§2. Gauss 第一微分型 


我們現在考虑由參数^表达的曲面& 

x — cp { u ， v 、 ， y = 0("，")， z ~ co («， ")， (1) 


或者用矢量符号 

r = r(« ? (2) 

表之. 

如果《，^又是参变数£的函数，則当，变时，我們就得出 s 上的一条曲綫~这条曲 
綫的切綫方向是 


命 


則曲綫〃的切矢量等于 


dx _ 

dq> du 

dt 

du dt 

血 = 

du 

dt 

du dt 

dz _ 

QiO du 

dt 

du dt 


fdcp 

r u = 

\du 5 



x v = 

-u" ’ 

dr 

_ du 

dt 

dt 


+ 


d<p dv 
dv dt 

Q<p dv 




dv dt 

dco dv 


Qp dt 


d 小 

du 


dco 

du 


d 小 5 o> 

dt/ , dt/ 


dv ' 

dt 


(3) 


(4) 


(5) 


因此曲綫 c 的切方向由^和 1 唯一地决定. 

dt dt 

特別，当《或"取常数値时，在曲面上我們得出两族曲綫，这两族曲綫称为曲面上的 

坐标綫，坐标綫上曲面的切綫方向各为 r„. 

今后我們只考虑曲面 S 上的这 类点： 在这些点上，矢量 r w 和 r ，互不平行.特別，两 

个都不是零矢量. 

这个条件吿訴我們，二阶行列式 


dcp 5c/f 


dip dcj 


day dcp 

du du 


du du 


du du 

dcp dip 

， 

dij} day 


dd) dcp 

dv dv 


du dv 


dv dv 


当中至少有一个不为零.例如，第一个行列式不为零，那末由隐面数存在定理，我們可以 
反解出 


U = u{x ， y), V — t/(x, y) m 

因此曲面 S 在这点附近可以写成显函数的 形式： 


* 1\2 * 


z — ct>(« 5 v) = o>(w(x ? y) 5 y)) 


■ iil-Hi' 



(注意，这不等于說整个曲面可以用一个显式表示.例如，球面 y + / + z 2 — 1 « 0) # 
例.以原点为中心、及为半径的球面： 


x = R sin u cos 泛， y — R sin u sin z — R cos 

当 《 = n 时，得出球面上的 緯綫; 而" = g 时，得出球面上的經綫，經綫、緯綫合成球面上 
的坐标綫.沿緯綫的切方向是 

(— R sin c\ sin v ^ R sin ci cos 0). 

它是和0：， y ) 平面平行的矢量. 

曲綫的弧长的微分的平方等于 

ds 2 = dx 1 + dy 2 + dz 1 — dt'dT 


du Qv / \du 


^L dv ) 2 

dt ， / \ du du 


口 E i^u 5 v^du 1 + 2 F i^u , v^)dudv + Gi^u, 


此处 


用矢量符号 







2 


dcp dcp 

du Qv 



dip d 山 
Qu Qv 



do) day 
du dt/ 



E = r u -r u> F = ivn ， G — r,r^ 
(6) 称为 Gauss 第一微分型. 


( 6 ) 


⑺ 


( 8 ) 


坐标綫 U = c x ^.u = c 2 , 相互正交的必要且充分条件是 F = 0. 在这样的情況下, 
曲面上的坐标系称为正交坐标系. 

由§ 1， （1) 可知，第一微分型的判別式等于 

EG — F 2 = |r w | 2 |r y | 2 — (r„*r t .) 2 = \t u X rj 2 , 

卽二矢量 L 与的矢量积长度的 平方.前已 知道它等于以 r « 及 r , 为边的平行四边形面 
积的平方. 

从一点/(=-(«，")）出发，沿 " = o 作一微分矢量 r u du , 沿《 = q 作一微分矢量 
这二矢量所定义的平行四边形的面积用 M 表之，称为曲面上的面积元素.由 

(r “ du ) X (r,, dv ) ^ (r a X r„) du dv 

可知， 

dS^ = I r„ X Fj, j du dv ― -yjE G — F 2 du dv, (9 〕 

注意 ， EG — F 2 总是正的，这是因为在我們所考虑的点上，矢量 I ，和 r p 互不平行. 
給了两个方向 U “，如）与 8 v ), 有两个切矢量 

v u du + r p dv ， r « 十 3 v m 


24 3 


m 



这两个矢量的夹角佘弦等于 

(jC u du + T v dv) m + T rf S 

\x u du -h T v dv I \ v u du + T v 8v I 




E du du -h F (^du 8t/ + 8u dv) + G dv 8u 


V(£ du 2 + IF dudv+G dv 2 ) {E8t^^-2F8u8u + G8v l ) 


(10) 


如果过一点有二曲綫，它們在这点的切綫方向各为 { du , dv ), ( 如， 8 p ), (10) 也称为这两 
曲綫的夹角佘弦. 


習題. 这些习題应随着課程的进展而逐步完成.以下給一批曲面 ，現 求出它們的第 
一微分式；学了 § 3 就求出它們的第二微 分式； 学了 §5就看点的 分类； 学了 §6就計算曲 
率网、主曲率等等.总之，这些习題与本章相始終. 

1•球： 

X 2 + y 2 + 之 2 = R\ 

2. 曲面： 

z — ax 1 + 2bxy + cy 2 m 

3. 环面： 

Arb z {x 2 + y 2 ) = ix z + y z + z 2 + b 2 — a 2 ) 2 9 



利用参数方程 


r = (( 办 -h a cos ifi) cos cp , (^b a cos ifi) sin <p , a sin <p\ 
解答.第一微分型 心 2 = a 2 d^ + O + a cos ( ji ) 2 dcp 2 m 

4. 悬鏈面 C 由悬鏈綫繞基綫旋轉而得的).悬鏈綫的方程是 



cos <p , 


t 


a ch — sin <p , t ) # 


a 


解答 • 第一微 分型： ds 2 - a 2 chu(du 2 + dv z ) 9 

I 

5 . 螺 旋面. 平面曲綫繞同平面上的一直綫旋轉，幷沿此直綫的方向前进，使所行距 
离与旋轉角度成比例，卽得螺旋面.它的方程是 

r = (^ 0) cos <p ? if (/) sin <p 5 $(/) + aqp) 

(当== 0时螺旋面化为旋轉曲面）. 

解答 • 第 一 微分型 ds 1 = (^' 2 4™ o 心 2 + 2“芝 dt dcp + (3 T 2 + a 2 ) d < p \ 
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OuQv 

dz 

du 

dz 

dv 

d 2 z 

du 

dz 

du 


W 


/ 


M 






(r“ X r") 


N 


^ E G F 2 ^\j E G — F 


dudv 

dx 


r" ，（ r" X O _ 1 

- - 1 -- —- 1 _ 1 ■ . . ■ - L _ ! ■■■■_ 

^sj EG — F 2 ^\/ EG — F 


du 

dx _ 

dv 

d 2 x 

dv 2 

dx 

du 

dx 

Qv 


§3 - Gauss 第二微分型 


矢量积 

是曲面的法綫方向，則 


r u X r v 


m 




为单位法綫方向，卽 


t u X r, 

r u X rj 


m 


r u X 


V 


显然有 

微分此式得出 


^EG — 


F 




^ r-m 


0, 


dr* dm — 


微分型 


—Jr • = — (r^ du + r v dv') (m w du + dti) = L du 2 + 2M du dv 十 ： N du 1 

称为 Gauss 第二微分型，此处 


L 


M 


N 


—丄 Cr ". m " 
2 

— 


iV nv )， 


(3) 式右边等于 
因此 

由 （1) 可知， 


ir uu du 2 4 - 2r ut/ du du + T vv dv 1 、 


m 


L = r ⑽ .m, M = r« ， m ， N = r vv m 


L 


r ⑽ _ (r" X r") 
^EG — F 2 


^EG — F 2 


d 2 x 

d 2 y 

d 2 z 

du 2 

du 2 

du 1 

dx 

dy 

dz 

Qu 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

du 

d 2 x 

d 2 v 

d 2 s 


⑴ 


( 2 ) 

(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


⑺ 
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. . . .. 




在显武表达形式 


^ f (尤， y) 


时，用符号 


p 


dx 


0 


dy 


dx 2 




dxdy 


t 


dy 2 


則得 

及 


E ~ 1 4- F = pq^ C7 = 1 + 〆 
^EG~F 2 = + 〆 ， 


L 


1 p 2 g 2 


M 


Vl + 〆 + 孕 2 


N 


1 ^ p 2 + g 2 


4. 曲面上曲綫的曲率 


c 是曲面 S 上的任意一条曲綫， M 是这曲綫上的一点.在曲綫上的长度微分是厶. 

t 

由上节公武 (3) 可知， 


L du 2 ■f' 2KI du d^v + M dz/ 2 dv dtn. dHt 

- — --■- — - "■ 一 ^ — 一 _ 

E du^ ^ 2 F du dv + G dt/ 2 d 沒 ds ds 2 


⑴ 


由于卜是曲綫上的单位切矢量，由 — 公式 


d \ 

ds 



这儿 P 是曲綫 e 的曲率半径， tt 是曲綫 e 的单位主法綫矢量. （2) 可以写成为 



dm 

ds 


命9表曲面法矢量 ni 与曲綫主法矢量 n 的夹角，則得 

cos cp dx dtn L du z + 2M du dv + N dv 2 

■ ■ ■ I ■ ■ — j 1 ■ fci .- _■ - - — - - — - -■— - - 

P ds ds E du 2 ^rlFdudu^G du 1 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


如果給了 ^与<?，則 P 唯一地决定了，因此有 

du 

定理 i . 在曲面上某一点具有相同切綫及相同主法綫的曲綫一定有相同的曲率半 

径. 

_， 

当9 -= 0时，則曲綫的主法綫与曲面的法綫同向，通过法向与^的切向作平面，这平 
面交曲面于曲綫曲綫^■与^的切綫与主法綫都同向 5 因而它們的曲率半径也都相等， 
Q 是平面曲綫，这样的曲綫称为法截綫，就是通过曲面的法向做平面所截出的曲綫. 

I 

因此主法綫与曲面法綫同向的曲綫的曲率的硏究，一变而为法截綫的曲率的硏究了 
(定理 0. 

过法綫的卒 茴有无 穷多，因而法截綫也有无穷多.在曲面的切面上給与任何一个切 


綫方向，我們可以截出一条法截綫衆，也就是給了 I ，就有一条法截綫. 

du 


J 34 6 • 



但送样做出的法截綫的主法方向，可也与 in 同向，也可能与 in 反向，也就是 = 0 

或 7T ， 卽 COS = 土 1. 

曲面 S 上的任何一条曲綫 C ， 其上一点 M , 过点 M ， 切曲綫^的法截綫 q 称为对应 
于 e 的法截綫. P 是 C 的曲率半径，及是 q 的曲率半径，由于切向相同，卽 t 的数値相 

dv 

同，所以 

I- 

— S ^ — p — 土尺 cos (p* (5) 

P R 

这儿 9 是曲綫 < 的主法綫与曲面法綫的夹角.因此得 

定理 2. ( Meusaier ). 曲面上任何曲綫在某点的曲率半径等于对应的法截綫在这点 

■鲁 ♦■參 •蠡 #••••#« 輋 • • * * 

定理也可以叙述为 


曲面上任何曲綫的曲率半径等于在曲面的法綫上所截取的对应的法截綫的曲率半径 

鲁 •鲁 _»«♦«_# ♦参* 奉 ♦癱番 

在这曲綫的主法綫上的投影. 




例.以球面为例，法截綫是大圓 .命〃 是球面上的任 
意圓，公式 (2) 变为两个圓半径的关系.送显然是正确的. 
由 Meusnier 定理，曲面上曲綫的曲率的硏究，化为过 

这定点曲面上法截綫的曲率的硏究. 


法截綫的曲率等于 


= L du 2 + 2 Mdudu N dv 1 
E dt ^ + 2 .F du dv + G du 2 


( 6 ) 



但必須加以解释，如果右边为正，則法截綫的主法綫与 m 
的方向相同，曲率半径等于如果右边为負，則方向相反，曲率半径等于一及 


_ 


.点的分类 


由公式 (4.6) 可知，給了比値曲率丄就唯一地确定了.我們有三神 情況： 

dv R 

1. 如果在 iw 点 M 2 - LN < 0 , 則所有的法截綫的曲率丄都有相同的符号，也就是 

R 

說，所有的法截綫的主法綫方向在曲面的同一側.这样的点称为椭圓性点. 


* • * 


2. 如果在 Ai 点 M 2 — LA ； >0,則曲率丄可以不同号，有时与法向同側，有时异側. 

R 

迖样的点称为双曲性点. 

• • « • 

3. 如果 M 2 — LA 7 = 0 5 則 §4.(6) 的分子为一完全平方乘以 iV (或 I ：)，曲率不变号， 
但有某一法截綫曲率为 0 . 这样的点称为抛物性点.严格地說 ， L = M = N = 0 的点 




• • 


必須除外，这样的点称为凝聚点. 

注意，在椭圓性点，丄决不为0，而其他两种情況都有使去为0的方向存在.它就是 

R R 
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二 '次 多項式 Ldu 2 + 2 Mdu dv + Nd ” 1 的实根 ■ 

例（旋轉曲面）.在 M ，7) 平面上有一条曲綫 G 



图 107 


疔=芒0) ， rf ^ rf { t) m 

把必軸做为 z 軸，曲綫^澆=軸旋轉，得出来的曲而称为 
旋轉面，而=軸称为旋轉軸，显然有 

2T =<*(/) , X 1 + y 2 rf it ) , 

参变数表达式是 

r = (7 cos 9 3 7 dn 沪， 6 )， 

由此得 

dr = (jf cos(p, 7 ] sin cp ，奁')心 + 

+ ( — 7 ] sin < p , 37 cos < p , 0 ) d < p y 
dr ^ dr = 7j 2 dcp 2 + (r} n + O〆 ， 


卽 

又作 

r tt ; 

推得第二微分型 


E — rf ^ F — 0 ? G = j/ 2 + 

( 37 " cos < p ，々 "sin 9 , f )， r £ <p = ( — 7 ] sin qp ^ 7 / cos <p 7 0 )， 

r^>cp = ( — 7j cos (p ，一 7f sin 9? ， 0 ) ， 


( j /芝” — ^ f 7)' P ") dt 2 + Tj ^ dcp 1 

Vl 7 r ^ r V T • 

因此 

LN — M 2 = —每 V” ） V 泛 ’ • 

現在来看旋轉面上点的类別，取显示表达式 7 = /( O , 則得 

LN — M 2 = — 广 ($)/( 尽 ). 

假定曲綫都在7 >0 的一方，卽>0 ，如此則 M 2 — L2V 与广 ( e ) 同号，也就是当 
rco < o , > 0 , = 0 时各为椭圓，双曲，抛物性点，也就是如果曲綫凹向着旋轉軸时， 
得椭圓性点.几何上看来也是直覚的，因力这时候，切面在旋轉体之外. 

曲綫凸向着旋轉軸时，得双曲性点.从几何上看采，曲綫的切綫方向在体內，而这点 
經旋轉所成的圓的切綫方向則在体外，因此有內有外. 

曲綫的扭轉点是曲面的抛物性点. 



从法截綫的曲率公式出发， 

1 _ Ldu 1 H- 2Mdu dv + Ndv 2, 
R Edu 2 -f- 2Fdu dv + Gdv 1 


由 §1.4, 有两个方向0^，如)及(如，如0存在，使丄取丄，丄，而且 

R R \ R2 




Ldu 2 + 2Mdu dv + Ndv 2 
Edu 2 + 2Fdu dv + Gdv 1 



( 1 ) 


( 2 ) 
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送儿 A ， J ? 2 是方程 

(LN — M 2 )R 2 + {2FM — EN — GL)R + (EG — F 2 ) — 0 (3) 

的二根，而（&«， d \ v ) , id 2 Uj 和）是 

(^EM — F L) du 2 + (JEN — GlS)dudv + (FA/ — GM^dv 1 = 0 14) 

的二个解.但需注意，如果 

L M N 

—— ■ 

E F G ? 


則任意方向 ( du ^ dv ) 都是 （4) 式的解.这 时由式 （2) 可知 A = ；? 2 ，这榉的点称为圓点. 
我們可以証明，处处是圓点的曲面，一定是球面（这儿不証).在今后的討論中，把圓点除 
外，（ 4 )的根不会重迭的，其原因是，由 （1* 11),( I - I 2 )得 


d\u 

d\V 


F — RiM dytc 


F — R 2 M 




E — R X L d 2 v 


E — R 2 L 


如果相等 5 則 A = 及 2 ,卽是圓点了. 

由 i / hu ， dit /) ， ( jizu ， d 2 v ^) 所定义出来的两个矢量 


ir u diu + r^d〆 ） ， (Xudz^ + r^div) 


是互相正交的，其理由是 


(5) 


(jt u diu T v d\t/^) * {r u d 2 u + T v d%v^) = Ed\u d 2 u + Fd2V + d 2 u d\<i) + Gd^v d^v, 

由 （1. 17) 可知此式为 0, 


方向 （5) 称为主方向，丄，丄称为主曲率，又尺1，及2称为主曲率半径.由 （5) 所定 

7 ?i R 2 

义的两族曲綫称为曲率綫，在曲面上成正交坐标网. 

如果把它們作为坐标綫，則 F = 0;如果《 = ^ q 是曲率綫，它一定适合微分 

方程(4)，卽得 


但五 G > 0,因此 M = 0. 
反之，如果 F = M = 


E Ad :=: GAd := 0 # 


0,則方程 （4) 变为 


du dv = 0 # 

因而« = ^ ~是曲率綫，因得 

定理 3. 坐标网是曲率网的必要且充分条 件是： 在整个曲面上， Gauss 的两个二次 
型缺中間項，卽 F = A 4 = 0 . 


現在 


由于五 C ? 〉 0 ，因此得 


M 2 — LN — 


EG 

R1R2 


在補圓性点处，咖 2 同号，但在双曲性点处，私与, 2 异号. «必定 


經过 0 値，这时候所对应的方向称为漸近方向.对应于漸近方向的曲率为 0 ， 曲率半径 
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为 00. 


定义.两曲率的乘积 


K 


RxR 


称为 Gauss 曲率，而其和的平均数 




2 



+ 



称为曲率中値. 
由 （3) 可知 


K 


LN — M 2 
EG — F 2 


EN — 2 FM + GL 
2 CEG — F 2 ) 


例 1. 扁迴旋椭圓面的方程 


a 2 a : 


c' 


的参数表达式是 


x ^ a cos u sin */, y 


* V 


sin u sin v ^ z — c cos v 


* 


不难得出 


E = a z s\n 2 t/ , F — 0, G = a 2 cos l t / + c 2 sin 2 t/ , 


( 6 ) 


(7) 


L 


ac sin 



a cqs t / 


c 2 sl 


M — N 


ac 


sin 



a cos 


2 ■ 

C SI 


sin 


由千 F = M = 0, 所以 《 = 常数， 


常数都是曲率綫，实貭上，由于 (7) 是迴旋面，它 


的經綫 k = ci )， 緯綫 （ 


I 


ci ) 是曲率綫，因而 F = M - 0,可不侍計算而知之.而 


Gauss 曲率 


K 


LN 一 M 


2 


RiR 2 EG — F 


( a : 




cos v -r c sm 


例 2. 二次錐面 




y 


2 


Z 


2 


) 2 . 


的显示式 


Z 


4 

a 



b 1 . 


不难求得 


t 


P 


x 


j ^ 


z 


fV 

b x z 


c 


y 


xy 


a l b 2 z^ 5 


a 2 b 2 z % 


t 


rV 
aW m 


由干 M = 0, 所以所有的点都是抛物点，幷且有一个主曲率半径等于 00. 显然，对应 


的主方向与錐面的母直綫重合. 


§入 Euler 公式 

假定我們已經以曲率綫网为坐标网，則 

1 _ U « 2 十 Ndv 1 

R Edu 2 + Gdu 2 


(1) 
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取 p = q 得主曲率 



L 


取// = q 得 





因此 


Ldu 


Ndtr 


Edu : 


+ 


Gdv 


2 


Edu 2 + Gdv 1 R x Edu 2 + Gdu 2 R 2 Edu 2 + Gdv 1 • 


命 0 是方向 dvf du 与 曲率綫 v ^ c 2 的交角，則 


Edu 4 


Edu 


Gdv ' 


cos 2 沒， 


Gdt / 


Edu 


Gdv 4 


sin 2 0 # 


因而得出 Euler 公式 


1 cos 1 6 . 

R R x 


sin 2 6 


Ri 


( 2 ) 


因此得 

定理 4. 在曲面上每一点的切面存在有两个相互垂直的方向，在这两个方向，曲率 

- i 达到最大与最小値，幷且丄与丄就是对应于这两个方向的曲率値.任何法截綫的曲率 
R Ri R2 

可以由 Euler 公式 (2) 表之，其中0是法截綫的切綫与給出曲率丄的方向所作成的角度. 

R \ 


§8. Olinde Rodrigues 公式 


在空間具有 一 '个参变数的直綫族 一 '般沒有包絡，也就是說，不 一 '定有~ 1 条曲綫（卽所 
說的包絡)以这些直綫为切綫.在曲面 r 上任取一曲綫 q 在。上每一点做曲面 f 的法綫， 
法綫也成一直綫族，这样的直綫族不一定有包絡.問題：怎样的 q 其上各点作曲面的法 
綫，这法綫族有包絡.回答是，必要且充分条件是 < 为曲率綫. 

瘕定包絡是 Q ， 用 r 表〃的矢径，而。表^的矢径， W 表示 c 上的一点.作法綫，这 
法綫与 Q 的切点是 M u 命 MM l 的长度等于 0 ，如此則得 


h = r + am, (l) 

这儿 m 是单位法向矢量. 

^如果是法綫的包絡，則 它的切 綫方向一定与 m 平行， 
卽办 i = 6 m ， 此处右是一数量.由 （1) 求微商得 

Mn 二 = dTi ~ dT + adm -h {da)m. 


卽 


dr + adm — etxij 


这儿〃是某一数量. 



与 m 求数量积，得 
~ dr*m adm^m 9 
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切矢量介与 m 正交 ，单 位矢量 m 与其微分矢量正交，因此 e = 0. 卽得 

dr 4- adm — 0 # (3) 

所以，如果所考虑的包絡存在，則 (3) —定 成立; 反之，如果沿〃， （3) 式成立，則由 （1) 确定 

—条曲綫 Q ， 微分之，得 办 1 = ir + adm - f - (心 ） m = (^ da ) xn m 也就是 m 与 q 的切向平 

行，因此沿 c 的曲面法綫是 q 的切綫.因此公式 (3) 是曲綫 c 上曲面法綫具有包絡的必要 

且充分的条件，注意 ，包 絡可以蛻化为一个点，那时法綫成錐面或柱面，但(3)式仍然成立. 

我們現在进一步算出 （3) 式中的 a 就是主曲率半径之一. 

展开 (3) 式得 

r u du + T v dv + a ( tn u du + nvi ") = 0, 

与矢量1*„，1^求內积得 

Edu Fds/ -i' a(^ 一 Ldu 一 Mdti) = 0 ， ) 

Fdu + Gdu a 之一 } Adu 一 ISidt/) = 0 . ^ 

消去如，心得 

(LA7 — M z )a 2 + (2FM — EN — GL)a 十五 G — F 2 = 0, 

这就是 （6. 3). 因此是之一 • 因此 

加= — 丄也 

R 

这称为 Olinde Rodrigues 公式，由 （5) 确定出来的方向是主方向. 

定理 5. 曲面的曲率綫上每点作曲面的法綫，这些法綫有一包絡，界于曲面与包絡 
之間的法綫的长度等于主曲率半径之一. 

某一平面曲綫繞着位于这平面上一直綫旋轉所产生的曲面的曲率綫就是它的經綫与 
緯綫.緯綫是指这曲綫上一点的軌迹，其上的曲面法綫成一錐面，其頂点就是平面曲綫的 
法綫与軸的交点.而經綫是指过軸平面所截出的綫，法綫在一平面上，所以有包絡 5 这与 
定理5所論証的結論相同. 


(4) 

(5) 

⑷ 


§9. Dupin 定理 


在空間有三族互相垂直的曲面： 

( p ( x , y , z ) = q u 4 f ( x , y , z ) = ^ 2 , a )( x 9 y ? z ) -= 

它們形成空間的一个正交曲面坐标网，也就是可以解出成为 

^ 9 > 1 ( 71 ，分 2 , ¥ 3 )， y ^ 《 2 ,《 3 )， ^ = 出 1 (扔，心，仍） • 

沿坐标綫的切綫矢量各为 


正交的条件可以写成为 

^ r ch = 0 ? 


〜 h 2 , 

= 0 ， = 0 . 


第一式对仍求微商，第二式对《2求微商，第三式对仍求微商，得 
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^ * ^1^3 = I 

r 峽 •〜 + r 知 . r q ^ = 0 , 

+ r ^ i ' r ^3 ~ 



⑴ 

⑺ 

(3) 

(4) 

(5) 



三式总加，減第一、第二、第三式得 

= V ^z - = r ^t * r ^2 *= °. ( 6 ) 

由 O ) 及 O ) 得 

*V = r V r ? 3 = r 4l v r% = 0. 

可知， r, 1? r ?aJ r^, 都垂直于因而在同一平面上卽得 

r qiqt <r qi X r ?a ) = 0. (7) 

現在考虑曲面仍 = 常数，而仍，仍作为参变量，得 

F = *vr 办 = 0 ， M = W ( r ' = 0. 

^JEG — F 2 

因此坐标綫负与仍是曲面仍 == 常数的曲率綫，因此得 

定理 6 (Dapin). 如果空間有三族互相正交的曲面，在不同的两族中的任何阏个 

曲面的交綫是这两个曲面的曲率綫. 

例.椭球坐标.考虑含参数 P 的二次 曲面： 

― 4- —4- ―= 1 ， a 2 > > c\ (8) 

a 2 + p b 2 + p c 2 + p 

对 一 "固定的点 M ( at , y ， z ) ，得出 P 的三次方程.不难証明，有三个实根《，"，似，而且适 


合于 

00 〉《〉一 c 2 y — c 2 > ^ > — b 1 ^ 一 办 2 〉《/> — a 2 m (9) 

迭样三个数 （《， CS 如）称为点 MO , y ， 2T ) 的椭球坐标 • 以上討論，我們假定6 y ， Z 
中无一为 0. 不然，（ 2 )化为 P 的二次方 程了. 

我們硏究橢球坐标系中的坐标曲面，以《代 P ， 則得椭球面： 



( 10 ) 


以 C 代得单叶双 曲面: 






2 


~h v 


b 2 


V 


2 


1， 


c 


£/ < 0 


_ 


V 


2 


+ " 〉 0 ， 石 2 + " 〉 0 


( 11 ) 


_ 


以 0 代 p 得双叶双曲面: 


X 


y 


Z' 


b 2 + tv <. 0, 


a 2 w 


b 1 + 


w 


c 2 + 


1， 


2 


< 0 


( 12 ) 


b w > 0 


* 


現在証明（10)，（11)，（12)正交，曲面(10)，（11)的法綫方向，各为 


x 


y 


z 


X 


y 


*g 


办 2 + “’ c 2 a 2 ~]r p ^ + u ^ 1 c 2 t/* 


萌法向的夹角佘弦之分子等于 


y 


z' 


(a 2 + u)(^a 2 + v) ( 為 2 + u)(^b 2 + v) (e 2 + u)(^c 2 + «r) 





)= o 




故得所証. 
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§10. Gauss 曲率的几何意义 


把法綫单位矢量的始点移到坐标中心，其末端就在以原点为中心的单位球面上. 
当 M 在曲面 J 上移动，便在球面上移动，这样的表达方法，称为申孕 ㊆ 竽 —亨學 . 

的位置由《，〃唯一■决定. 

在球面上点的参数表达式是 m === m («， 〃），因此球面的 Gauss 第一微分型等于 

dm^dtsi = E Q du 2 + 2F Q du dv 4- G^dv z , (1) 

此处 

E 0 = m u *m U7 F 0 — G 0 = “ 

其面积元素等于 

dS 0 — EoG 0 — F\ du dv. (2) 

微分型 (1) 也称为原曲面的 Gauss 第三微分型. 

引用 U . 3)，取 

a = r “， b = r v , c 二 m tf? d = 

首先由于 IVm = 0，得 


0 = (r，mX = r 训 •!》+ r ， m” 

卽和 3 r “. n ^ = r v - m a — — r «， m ， 卽 a d = b * c # 再由 m*m =1 可知， m * m ^ = m * 

m " = 0，卽 m 垂直于 niw 故 X 与 m 平行，故与 l X 平行，因此 a X b 与 
c X 平行.故由§1， 3)， 得 

(LN — M 2 ) 2 — {EG — F 2 ){E 0 G q — FS). 

由此推得 


iE d G ( i ^— Fl 
N EG — F 2 


(3) 


也就是 

因此有 


dS^ - KdS m 


定理 7. Gauss 曲率的絕对値等于曲面一点的面积元素与其球面映像的对应点的面 


积元素之比. 

非常値得注意的事实是： Gauss 曲率的表达式 


LN — M 1 
EG — F 2 


仅依賴于第一微分型，而不依賴于第二微分型，切实些說，我們有怪等式 


4iEG — F 2 ) iLN — M 2 ) 


dE dG dE dG 

— I I • " I ■ I ■ I ■■■■ 

du du bp du 


耍証明这个恆等式幷不难.例如，取显示式，这恆等式就是 


一 , ― 卜念 (1 


P 2 ) 


a 


dy 


(X + q 2 ) 


4 ■ ■ 


a a + p 2 ) 4 - a 


dy 


dx 


A , 


而这是显然的. 
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因此 5 Gauss 曲率可以仅用£， F ， G 及其对的微商表达出来.这是一个深刻 
的內在的現象.这是发現 Riemann 几何的原始根源之一，所謂 Riemann 几何者，乃是 
从一个微分二次型出发，硏究与之有关的几何性貭的学問也.結合現在的情祝来說，那 
些几何現象只与五， G ， F 有关，在曲面論的硏究中，就是曲面互相可展的性眞. 


§11. 曲率中値的儿何意义 


在曲面 

r = r («,") 

上任一点 M 处，沿法向 m 截一段长为 /*(» — »(«, ^))的綫段 MMi , 队画一新曲面 a ， 
其間的关系是 

r ⑴= r 十 nm m (1) 

对求微商得 

ri 1 ) = r“ + n u m + nm t4 ， rl l> = + njn + 

q 的 Gauss 第 一 '微分型的系数是五 1 ， （? i . 假定及都很小，可以 
略去二次項，則得 

Ei ― = (r “十 n u m -h • (r u + n u m -H nm u ) =» 

口： t u * v u + 2/jC ir w ■ 

由 ivm = 0 f 室得 

Ei — E — 2nL m 

同理，不难得到 

p ~ 2nM ， Gi = G — 2nN, 

由此推得 

— F \ ^ EG ~ F z — 2 n、EN — 2 FM 4* GlS ). 


仍然略去高阶項. 

由于曲率中値等于 




EN — 2FM + GL 
2{EG — F 2 ) 


所以 


E \ G \ 一 F \ — (EG — F 2 ) (1 — 4 nfl ). 


开平方，依二項式定理鹿开 （1 — 幷略去高次項得 


^\[ E\G\ ~ F\ — ^/ EG — F 2 (1 — 
乘以办幷积分，得到曲面，与曲面 A 很近时，面积的差額 


f 1 -yjE\G\ — 1 ? \ du dv 一 f f ^EG ~~~ F 2 du dv = — 2nH EG 

ui ) ( V ) w 


F 2 du 


卽 


8S 


■-— 





2nHdS 


■ 


⑵ 


这个公式可直接联系于著名的 Plato 問題： “給巳知的界綫 L ， 求以 i ： 为边界的面积 
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最小的曲面' 現在去証明，在这样曲面上曲率中値应当等于0 ' 




如果在曲面上有某一块 A 其上// > 0,选择《，使其在 C 上是正的，而曲面上其佘部 


分等于0 ， 則 


ds 




— f f 2nHds < 0, 


卽以 L 为周界的曲面 a 的面积小于，的面积，与假定相违背.如果有一块其上 HC0 , 
則选〃 ，使在5上为負，而其佘部分为 0 . 同样， f 的面积不是最小，因此 
曲率中値等于0的曲面称为最小曲面. 


§ 12 .活劲标架 

假定已經取了正交坐标綫,也就是假定了 F = 0,卽 


r u r u = E ， r〆 


V 


0 ， r , T v = G y 


r u m u = —L, r u m ff + 


M , = — N . 


三单位矢量: 


m ， t! 


r 


: i 



E 






称为活动标架.活动标架是互相正交的三个单位矢量.每一点有一个活动标架，任何一 
个矢量都可以分解为这三坐标矢量的和 ，如 Frenet - Serret 公式一样我們可以硏究这三坐标 
矢量对》，对"的微商对这三坐标矢量的分解式. 

由于正交及单位性貭 ， 我們知道 


及 


仇 — 

dv 


gt 2 4* am ， 、 


dt, 

w 1 ■_ 

dv 

— gti 

+ s 2 m J 

> (l) 

dm 

dv 

—s\ti — 

J 


dt x = 

du 


、 

pt 2 + nm ， 


dt 2 _ 

du 

— pty 

+ r 2 m, 

^ (2) 

dm _ 

~ riti 一 

一 r 2 t 2 . 



du 


現在定出 p ， g ， n ， 首先 (1 ) 中第一式与矢量 t 2 作內积，得 

q = t 2 .ti^ 


由于 


tx . 


T u , 


-J E Jv 


v ^" 


V 


• 256 • 




心与1 正交，所以 






tf 


同法 


VEG 2 ^/EG du 


d ( m 卜丄 & 




2 ^/eg 


(3) 


P ^ — 


E , 


芡 


2 ^/EG 


⑷ 


n 


d ti ) . ra = ir ’ T “ 



E 


- m 


uu 


•m . d 


VJ 


du 



iv m 


L 


V E 


間法得 




L 


M 


卽得 




!■»■■■ ■ 

Vg 


a 


M 




玄 2 


N 


^ G 


ti w 


E 


V 


2 


t 2 


L 


\ 



t 2 U 


m 


2 JEG 

L 


ti 


M 


—^:m ， 

\ G 


u 


V £ 


tl 


M 


Vc 


^2 


⑸ 


及 


tu 


丄 J^L 


2 


^2 


M m 、 


G 


h ,= — 


G h 


m 


2 
u 


ti 


VE 

N 


? 



m 


⑹ 


V 


命 



tl 


N 


^ G 


to — pdu + qdv ， toi ~ r^du + s^dv ^ <02 ~ r^du 4* s % dv ^ 


則活动标架的全微分表示形式有 


这儿 


o > 


dt x = 


一 < ot 2 + 



dt 2 ~ 一 

coti 

+ a >2 m ? 

> 


dm — 一 

U^tj 

— « 2 t 2 ， 



- v du — G u dv ) 5 


t _ du 十 I _ dv _ 

， 0)2 = 

■-^=zdu + 


N 


2^/£~0 





dt \ 


附記.如果有对应关系的二曲面为 


s ： T -= r («, v ) 9 

sii i：i = ri(«, v) ， 

幷且如果它們有相同的第一、第二微分二次型，那末它們所对应的活动标架适合相同的微 
分方程 (5) 与 （6). 从曲綫論中处理 Frenet - Serret 公式的方法出发，我們能够証明，經过平 
移、旋轉可以把方与 h 互变. 

更本貭的問 題是： 寻求条件判断任何二曲面能否經平移，旋轉互变，也就是在变形 


% 


«1 <piuy ") 5 


V \ 




必（《，夕） 
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F —对二次型 


Edu 2 + 2F du du + Gdv 1 , Ldu 2 + 2Mdu dv + NdtP" 

是否能同时变为另一 对： 

E x du\ + 2F \du\ dv\ + G\du \, L\du\ + 2M\du\ dv\ 4 - N\dv\ 
的間題，本书不作答复， 


§ 13. 


S 面的可展性 


平放着的紅旗象征着一个平面，而一面迎风飘揚的紅旗，在每一时刻，就是一个曲面， 
两个曲面具有这样的关系，称为互相可展关系.确切 些說： 

如果有二曲面^与 n ， 其間建立了以下的点点对应关系 ：由参 变数〜 p 定义 

方： r = r («， "）， 

: ri — ri («，")• 

当《， " 收値吋 h &上各有一点 M ， A ^， 它們称为对应点.当 

U = (p (?) ? V = {^ (/) 

时，6 h 上各画一条曲綫.如果对应曲綫段的长度相等时，这两曲面称为彼此可展，也就 
是说，< 与 h 所定义的第一微分式的系数互等，卽 


E 


Ei ， F Fiy G === 


上爷 的結果說明了，可展曲面的 Gauss 曲率相等. 

关于可展曲面的本貭問題 是：給 了两个曲面，我們是否可以引进合适的参变数，使它 
們成为可展关系；或者迗样說，給了两个微分二次型 


及 


E(^Uj t/^du 2 + 2F(j4 ， v^)du dv + G(ji ， v^)dt^ 

Ei (^ ui f (/ i ) du \ + 2 JFi (/’ i ， v \) du \ dv \ + v \) dv \^ 


我們能否找到一 变形： 

= ?>(«，"）， = 必 （“，"）， 

把其一变为其他. 

現在，我們不深入討論这一問題. 


§ 14•曲面族与偏微分方程 

从一个一級常微分方程 

♦ C x ， y ^ p ) — 0 5 p = 

dx 

可以解得 

父，<0 = o _ 

这代表一个曲綫族. 

反之，从一个曲綫族（2)，求微商得 


dl 

dx 



⑴ 

⑵ 


(3) 
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与 (2). 消去 q 卽得原来的微分方程 (1). 不仅如此，如果把〃也看成^的函数，則微商 


⑵得 


§1 

dx 


dL 

dy 


P 


df dc 


dc dx 


0 


_ 


(4) 


如果 


df dc 


dc dx 


0, 


(5) 


貝吖 4 )与 （ 3 ) 完全一致，因此也得出同样的微分方程 (1) 来. 


(5) 說明 


dc 

dx 


0或 


a/ 

dc 


0 


■ 


第一式說明^是常数，这就是曲綫族.第二式与 (2) 联立，消去 q 卽得曲綫族 （2) 的包絡 
也得出方程 (1) 的奇异解. 


我們現在試将这个处理方法推广到曲面的情形，卽考虑一个有二参变数的曲面族 


命 


代 x ， y ， 怎 5 a ， 厶 ) = ()• 


P 


則由（ 6 )及 


5^ 




dz 

dy 


df 


df 


dx dz 


p = 0. 


df 

dy 


df 

a 7 q 


o 


消去〃，乂可得一+偏微分方程 


小 ix ， y ， z ， p ， C 




0 




如果把 a， 6 也看成 X， y 的函数，則得 


与 (7) 相比較，如果 


df 


4} — j — 

df 

da 

+ 

df 

db 

dx 

dz 

r i 

da 

dx 


db 

~ d^c 

df 

,df 


df 

da 


df 

db 

dy 


q H " 

da 

dy 

+ 

db 

dy 


df 

da 

+ 

df 

db 


0 


da 

dx 


db 

dx 




df 

da 


df 

db 




da 

dy 

+ 

•di 

dy 

- - L 

0, 


0, 


* j 


則 (9) 与 （7) 完全 一样. 因而也适合于偏微分方程（8)，从 （10) 可以解得 


dl 

da 


0, 


dl 

db 


0 


这儿 


da db db da 


dx dy dx dy * 


如果 J 与0,則 


§1 

da 


0, 


dl 

db 


0, 


( 6 ) 


(7) 


⑻ 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 
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也就是函数 f 与无关.如果 


/ = 0, 


这說明 a 与 b 是函数相关的，也就是办 
出 

也+ 

da 


= < pU )， g ? 是任意面数. 


dt 

db 


<p\a") = 0 ^ 


代入 (6) 式，对 a 微分得 


( 12 ) 


(6) 与 （12) 联立仍得 一解. 

因此偏微分方程（8)，旣可能有 (6) 作为解答，称为完 全解; 也可以从 (6) 与 (11) 中消去 

* • • 

^ 6而得出解答，称为奇异解.更可以引进一个任意函数 a = 9(0，由 （6) 及 （12) 消去 

* • • 

A 也得一解答，称为一般解. 

• # • 

几何的說法 是:完 全解定义一族有两个参数的曲面族，而奇异解是其包絡面.在曲面 
族中，任取一'个一 "参数 的分族，而分族的包絡是一^般解. 


例 1. 考虑与原点距离为1的平面族: 


由 


ax + by + cz — (a 2 + 办 2 + c 2 ^) 




(13) 


a + cp = 0, 


b 七 cq 


0 


可知，这曲面族适合于偏微分 方程： 

{xp + yq 


) 2 = 1 4* p 2 + 




(14) 


(13) 当然是 （14) 的完全解.曲面族 （13) 的包絡是单位球 

x 2 + y 2 + sr 2 = 1. 

这是奇异解，而球面上的一点只与 （13) 中的一个平面相切, 


(15) 


般解可由 


ax 


及 


y<p(a) + 2r[l — a 2 — <p 2 (a") ] ^ 




x + 




qp ( a ) qpX ^) 


(I - a 2 - q> 2 (a)y /2 


0 


(16) 

(17) 


得知，这儿 < pM 是任意一个函数，这是平面族 （16) 的包絡.对应一个、代表一条直綫. 
因此（16)，（17)所代表的曲面是由直綫的移动所成的.在点 

x — y — <p(a) ， sf = (l 一 a 2 一 9 2 (^)) 1/2 > 

(16), (17) 重合，卽 （16)，（17) 表示切于此点的直綫.因此球面上一曲綫其上每一点有一 
切綫，这些切直綫所成的面就是一个一般解.特別取函数 cp { a ) =0,則由 （16),(17) 得 

。— （1 —沒 2 )* 1 


X 


Z 




因而得圓柱 

例 2. 方程 
有完全解 


X 2 + 么 2 = 1. 

pq = 4xy 

z — — x 2 ay 2 + 1 
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对 a ， 6微分得 


0 


a 


2 


at 2 + y 2 ， 0 » 1 # 


故无奇异解 ，命 6 = 900,而一般解是 


z ~ — X 1 + ay 1 4* 中 （“)， 0 — - - x 1 + y 2 + 

a a 2 


x 


特別，取咖〜（常 数) ，解得 M 解的特例. 


z = 2xy + c 




例 3. 微分方程 


有完全解 


px —— qy ~ —— xy) 1 


xe 


-xy 


xy + u 
xy + b 


也有完全解 


f — log X + 


z — xy 


log (^xy + a) + log (atj/ + 厶 ) 3=1 0 


肇 


无奇异解. 


命办= < P ( a )， 則 

df 


b f 


da 


xy ^ a xy b 


0, 


±- b = y 


xy n~ a 


因而 


z 一 xy 


log x 一 log y ? z —— xy 




1 


logx + log b 


如取 6 = Ad ， 則 〆 = A ， 又是 常数. 命 >1 — 00,則 


z — xy = 0 


也是一解. 


習題 1* z = pg 有 ― " 完全积分是 


4^ 


ax 


y 


a 


2 


+ 6 ) , 


問解 


Az — 2xy = (at 2 + y 2 ) sec a 4 - (a^ — y 2 ) tg a 


是怎样的解? 


習題 2. sr = ^ + <7 y 的 一 个完全积分是 


問 


logjsr = a log x + (1 —— a) log y + 


y 4> 



是怎样的解? 


題丄 z ^ px qy + pq 的一个完全积分是 z ~ ax by -)r ab ， 


問 


: + 3 xy 二 0 


是怎样的解? 





習題 4. 


xp + 2yq — 2 



vJ 有一个完全积分 


問 

是怎样的解? 
習題 5. 



3px + qy + q 3 x 2 = 0有两个完全解 

z ~ a 一 — b z x + byx~^ ^ z ~ a + — y^{x 2 + 2 ^^) 一 臺， 

3 -3 


求証其了是另一 一^般解的特例. 


补 充 

用张量分析来处理曲面論 

我們把已經餅过的曲面論用张量分析的符号重新餅一下，其目的是較具体地介紹张 
量分析，为将来正式学习 Riemannian 几何作一准备. 


§15. 第一基本型 


我們还是用符 




r = (x, y, z )， 




p )， y = y ( a ，"）， 






⑴ 


代表一个曲面.我 們已往 的硏究，主要是从以下的三个矢量 


d 


d 


Qu 


V 


dv 


( 2 ) 


及 

出发, 


(r u X r,)/\r u X r,] 


(3) 


我們将符号略加改变，把变数^改写为“ 1 ，(注意，幷不是《的一次方与二次 


方）.命 


d 


du l 


r = 6 ir ， r 2 


a 


du 2 


0 2 t 


而 


n n 

= dr*dr = 2 2 rrr, du f du\ 


我們用 Einstein 約定，把和号略去，以后如果一項中同一指标出現二次，我們約定其意义是 
对此栺标求和.例如， a〆 就是代表 a ; 1 +心6 2 .如此,則可以写成为 

ds 1 = g “ du { du j ， = n 

用老符号，則有 

gn — gu ~ Sn ^ ^ gn = G. 
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由⑸ 所組成的行列式等于— F 2 , 当然不等于0,所以有滿足于 


„hi 一 

S Sii 一 0 i 


的^存在，此处 





0若々4 /， 


若 A 






这称为 Kronecker 符号，不难算出 


g 


11 


G 


EG — F 


g 




g 21 


EG 一 F 


^ 22 
f g 


E 


EG — F 2 * 


曲面的切矢量 a 可以写成为 


a 




其长度的平方等于 


a.a = { a h r A ) - = r A _rpV = ghi <^ h ^\ 


两个矢量 a 


b - b % 的夾角的佘弦等于 


cos 


6 


ab 




V 7 (a • a)(b • b ) V (《" W ) (釔 " W ) 


单位法矢量等于 


m 


4= x 1 ) 

g 


这里 g 


gu Sn 
g21 g22 


EG 一 F 


2 


暑 


16 •张 




換变数 


食 


W )， hi ， 2. 


仍用 Einstein 約定不写和号，則显然有 


du l 


du f 


du 


及任一函数 9 的梯度适合 


dq > = du f dcp 

du 1 ~ d 7 0^ 


又如 


* * / / 』 
gijdu % du 1 ~ gstdu s du 


du f du * j j n 

2，f - (tU dU m 

du s du rt J 


卽得 


f 


du { du^ 


gst = gif 


du ^ du ft 


从 (2)，(3)，（4) 极易推得 


，彔 


⑴ 


( 2 ) 


/ 


(3) 


(4) 
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及 


(4，) 


現在求証 


由 

及 (4') 得 


/ du s du ] 

Sii ~ Sst 


du £ dJ 


s 


e 


fdu^du^ 
du f du^ 


g lk ghk 


斤“ dt/t 


Si 


du k du h 


8 


乘以 


a ； 


du l 


及对 / 加之得 


kt / du s du ,£ du r ’ 

e gst " a 7 


du ” 


由于故得 


du h 


du 


h 


g 


ki 


du s du 


_ 


du K du 1 


gst 


SI 


A du 


du 


0 


# 


由于 今 0 ,所以 

， 《) 


ki du 、、 ， 欠 } 

g ~ Qj - aJ ) g - St 


卽 


Jsj = Ki P U ’ S , P 1 ^ 

g g du^ du 1 


这証明了 （5) 式. 

由 （2)，（3)，（4)，（5) 可以槪括出一个槪念, 


如果有如下的 关系: 


丁 r i m n 


S*** m 

T 1 

-L j^V t 


今 n 


du ，rx Ou rf ^ du qi du qn 

- - • • • - — - - - * • , -- - ■ 

Qu n Qu Sm du ,pl du ,pff 


C 5) 


( 6 ) 


T 是 A « 2 的函数，: T 是 t / 1 ，《 /2 的函数，則 O n 称为 m 阶逆变， n 阶协变的张量 • 

上面的例子說明，矢量 { du x , du 1 ) 是一級逆变张量， 一 函■数9的梯度(^1，是一 

級协变张量，肋是二級协变张量，#是二級逆变张量. 

关于张量有以下的一些代数运算. 

X ) 二同一类型的张量的和、差仍为张量，其理由是，如果 


々 .• r m _ 

一 du r \ . 

du rm 

du q i 

du q n 

Pl..Pn 

du Sm 

du p ^ 

OuPn 9 

"1 … 、 〜 
n."Pn 

— du2_ 

du r m 

d“ Sm 

du q i 

du( 

du q ^ 
du’ p n ’ 
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則 r + Y 与: r + s 也适合同样的关系式. 


2) 二张量的乘积定义为 

r Wr， = T r r* r m T f n ， 

1 Pl-pnWh — PX'Pn 

这是一个 / + m 阶逆变 n 七 h 阶协变的张量. 

3) 縮合.把一个张量的上标与一个下标等同而加之，得出的結果仍然是一个张量. 

I 

例如， 

是一个 m — 1級逆变《 — 1級协变的张量.最簡单的例子是一个逆变矢量V与一个协 
变张量 A 的乘积 

經过縮合得內积《、..张量积可以經过两次縮合成为如果經过几度縮合 
之后，幷无自由指标，則結果是一純量 . 《\及 g,v«V 都是例子. 

在应用中經常出現，用肋来“降低”张量的高标和用来“提高”张量的低标的 方法. 

例如，张量 T 说就可由/，肋升降，如 下法： 

g il T iik - r{ 4 ; g il T iik = T l a ； g^ l T iik - Tf i9 g il g im T iik = rsr, 

g il g km r iik == r!- ra , g il g im g^T i}k - r^. ( 7 ) 

同样 .. .. .. 

= guT '^ ； T\m ~ gilgfmT 1 ^ » T im p = SilSrtnSkP ^^* 

注意.以上的規則是可逆的，如由 （7) 的第一式可得 

gimTU = gimi.g il T ad = SLTif^ = T 

有时为了表示被“提升”“下降”后的原空位，用点表示之，例如 （ 7 ) 第一式可以記为* r.k 

4) 张量的求商法則. 

命 d 反 各为一組？及/的函数.如果对任意逆变矢量V 与广 及任 


一足标 Pa ， 办常使 





成为张量，則原来的就是张量. 

例如， n f tm 与 i 々 s f 各为/与，的函数，而且 


Tr P s fX 


T % X l 


du p du ,q du k du m 

du f du j du r du £ 


則 


卽 



if 又。 du l du p du q du K du m 
klm du s du { du j du r du f 



T 


M — 

nt 


du f p du ,q du^ du l du m \ y 

~ d 7 " a ^7 


对所有的 A' 都对，所以其括弧中的表式等于0,卽 T % n 是 张量. 
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张量的特点是：从一个坐标系变为另一个坐标系，张量的变化是+分明显的.例如， 
我們証明了，在一特定的坐标系中张量的所有支量都等于0,則在任何坐标系中都对.& 
极易看出， a %， 以 W 等都是不因坐标而变化的不变量. 


§17. 基本方程之一 


Gauss 方程 


在§1中巳經将三矢量 A ， r 2 , m 作为我們硏究曲面性眞的出发点，我們現在硏究它 


們的偏微商.把矢量按 ri ，l m 分解，得 

d^Ti = r* r A -h H；^m 

k 

現在算出 「 t . 与 Ha 的表示式.由于 d ; r # a >( a ( r ) = d 乂 d ; r ) = d , r >， 可得对称性 


⑴ 


Pa 。 Gi ， 


求 (1) 与 m 的內积，得出 


微商 r ," m = 0得 d , T / • m 


所以 


5； r , *m = Hj im 
r ,0； m , 因此 

Hu = ~ r r 


HMdu } 




(r^wOCd/iniwO = 一 ir.dm ， 


这就是第二基本型，卽 


Hi 




21 


Ai , H ： 


N 


搴 


H J ； 也是二級协变张量. 
再求 G ， 氽 


对 V 的微商.再以 (1) 代入得 


Sia 




d f g： a 


if ■ 


卽得 

交換*.，7得 

再交換^ , “得 


Cd/h + r r (id t r a ) =- r h jt r h - r a + r> 6 *r ； 

djgia = Higba + 




tSfa 


r^gba + r b ia g ;b9 


^aSit = r b ai gbi + ^ aigfb ^ 


(5),(6) 相加，減去 (7) 式，得出 


由 gba ^ 
命 


祀得 


^ iSia 一 ^aSii = iiSba* 

2Hy = {djg ia + d,g ja — d a g “ ） g /a . 


[心々] 


1 (Qgik 


2 \ du j 


+ 


du { 




dgu \ 

a«v 


及 


h 




u ;-，々] 〆 々• 


这各称为 Christoffel 第一 "类 、第二类符号，而得 


( 2 ) 


(3) 


<4) 


(5) 

( 6 ) 

⑺ 


rjy 


• 266 • 






因此有 


d f r ^ 


h 


n 


这称为 Gauss 方程. 


用原符号五，厂， G 及《，"写出 


1 
11 


GE U — 2 FF ti + FE , 
2 {EG — F 2 ) 


r h + 



ru 

.71 J 


GE 


FG , 


2 {EG — F 2 ) 


⑻ 



2 GF , — GG h - FG 
2 (EG — F 2 ) 


2 

11 


2 EF 


EE P - FE U 


2 {EG — F 2 ) 


2 

12 


卜{ 


2 

21 


EG U — FE V 
2 {E G — F 2 ) 


2 


EG 


IFF 


FG ti 


2 {EG — F 2 ) 


我們的問題是： Christoffel 符号是否成一张量 • 答案是否 定的. 


从 


gp9 ^ SU 


du f 


du p du 


得出 




- ^ uk dui dui 


du 


du K du r du p du q 




dV 


du p du q du r 


dui 0V \ 

du q du p du r / 


交換指标易得 


dg r g _ Qgki 0u f Ou^ 

du p du 4 du p du q du r 


g 


du { 3 V 


du * d 


du r Qu q du 


du q du p du 


dg P r 


dgik du 1 du^_ du^ + 
du^ du q du p du r 


su 


du* d 2 u 7 + du’ d 2 u* \ 
du p du q du r du r du p du q 


此二式之和減去前式除 2 得 


r r ,, , ^ Qu l du f Ou^ , Qu^ d 

[pg, r] = Ytuk\ + S ， 


du p du q du 


迖儿 [ pq , rY 是由张 量“所 換成的 Christoffel 符号. 


du r du ,p du q 


又由 


g 


rs 


t 

g 


hi 


Qu s du 1 


du h du 1 


推得 


g 


rs 


du h 

du 


g 


hi 


du r 

du 1 


以此乘 (9) 的两边，再对 r 求和得 


s 


f 


du ' 


pq 


du 


uy ’々] 


du' du J 


du p d 


f. 


g hi Sf + gag hl 8\ 


dV 


卽得 


d 2 u h 


du ^ du q 


h \ dV du J 

ij j du p ou q 


f d 


pqi du 


⑼ 


( 10 ) 


f h 


( 9 ) 与 (10) 說明了， [0, A ] 与都非张量. 
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§18 . 基本方程之一 


Weingarten 方程 


再汆 dm , 我們也可以写成为 

d t m = KiT h + 

由 m m = 1，所以 d , m，m = 0，因此 L , = £)• 又微分 r / * m = 0,得 


⑴ 


diT f * m + r, • d，m = 0. 


以 Gauss 方程代人此式，得 


rr dita 






因此，由 （1) 得 


因此 


H /V 




尺? IV • 




Kf g ih% 


K\ 


H iig il = - Ht 


因此得 Weingarten 方程 

命 

則得 

称为第三基本型， 


3 /m = — 


⑶ 


(0 ； m) - ( d^m) 

Nfj du^ du\ 




JSL 


N\\ = 五 0 ， Ni2 = A^21 = Fq ， N ： 




不难証明， 2 V /, •也 是二級协变张量.利用 Weingarten 方程，可以求出 


或 


ZV" = (a ； mMa y m)=( - HfnK — H；"rJ 

= HfHTr^r a = g ba H) b H}\ 


= H ]b H ia g b \ 


上节及本节之結果可以槪括成为矩陣 形式: 


di r 2 




m 


厂 1 r 2 ti 
i n * ii 

^12 r%2 Hl2 
— H\ l —H \ 2 0 


d 2 r 2 




rii r】i H21 \ 

t\ 2 T 2 22 Ha I ( r 2 


m 


H ； 1 - H ； 


m 


卽三矢量 A ， r 2 , m 的一級偏微商公式.下节的問題在于二級偏微商，幷注意 

= d 2 d u 


19. Gauss 与 Cociazzi 方程 


由 Gauss 方程 




々 ({ ^ + = d k < h ^r k + 


}如 


+ 


+ + Ha ( Q ^ m ) 




石 k 


0 {:} 





[ H^ a m 

^ /z J 




* 26a ^ 




在这式手里交換 A 与/，然后相減得 


0 = 1 M :} - M 



1 }Q 一 


dkfiu - d , H ki + { & I H Ka - { 二卜 • 吼 


由于 r A ¥ m 綫性无关.，所以 


- 0 山，卜 0 U - D U 卜只作" — H . ’⑸， 


如 


ja 


d k H u - d s H hi 


n ka 




ki 


因此，如果命 


E> … A 
K KU 




ki 


\a 


}{：■} 


: i 1； 


⑴ 


及 


VkHu = d^Ha 




ki 


H 




( 2 ) 


則上两式可以写成为 
及 


Rkti - HCHb — H ) h H ki 
^ kH u = 


( 3 ) 

( 4 ) 


这两式手分別称为 Gauss 方程与 Codazzi 方程. 


Gauss 与 Codazzi 方程可以看成为 Gauss , Weingarten 方程的求:解条件，說得更具体 
些，給了两組函数 E , F , G 与 L ， M ， N . 如果 EG - F 2 >0 及卞們适合 Gauss 及 Codazzi 


• _ 鬱 


• 鬌 


• 攀參 #* 


方程， 則有一个曲面以此为第一、第二微分型.除去一个位移这曲面是唯一决 定的， 我們 

_ . — ■ — _ — _ — _ _ _ _ . — _ 


暑 * 


不証明这个定理，但是可以把它說得更明确 些:存 在函数 


x = « 2 )， 




y(«S « 2 )， 




( W ) 


使 r = 0：， y ， J3T) 适合于 


d t r = 


v h + H"m ， 0 r m = — H} t r i 


及 


H 总 公 "， m m = 1 ， m • r, = ()• 


§ 20 •曲率张量 


命 


这 Rkuh 有以下的性貭 


Rkhh = 


kit Sah . 


^KUh ~ 一及 M/A ， Rkiik 坊 一 ^kfAiy ^Kiih ^ ^ihki 


^KUh + Rjikh + Rikih 




最后一式称为 Bianchi 恆等式.由 （ l 9 . 3 )， 


Rkhh = H Kk H u - H ih H KU 


⑴ 

⑵ 


( 3 ) 
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这称为 Riemana 第一类曲率张量，而称为第二类曲率张量.現在直接証明，它确是 


一个张量. 


前 B 算得 


d 2 u h 


du rp du 


du * du * 

ip du p du fq 


< 




du k 
pq^ du s 


对，求偏微商，再減去将此式經 r 互換而得出的式子，則 


a 


du j 



d du { du^ du^ 

^ aT 7 


(4) 


h 



av d 


6V du f 


iji \duPdu q du r duPdu r du^ 



a 


d 


d 


pr 


a 



du h 

du ^ 


pr 


d 2 u h 


du s du g 


d 2 u A 


pqf du s Ou 


此式中的二阶偏微商用 （4) 代入，則得 

du { du f du K 

^ aiT 7 


R 


ak 


Rp,r 


du h 

a ^ 7 


我們为什么再給一个直接証明？表达式 （3) 与第二基本微分型有关.但无論是对 
Christoffel 符号与 Riemami 张量来說，都只与第一基本微分型有关 4 因此，幵了一扇門，单 
从第一基本微分型出发可能进行不少深入的硏究——这样就誕生了 Riemannian 几何学， 
現在举一个例来說明张量的好处.从最簡单的 ^-0 平面出发，它的第一微分二次 


型是 

dx 1 + dy 2 * 

換变数 r = x ( u , y = y ( u , v ) 9 得出一个直覚上很不淸楚的东西.对原来的表达式 
来說， Christoffel 符号等于0,但換了变数之后却幷无保証.用张量来說，那就可以知道 

H 

了，不管你用什么参变量， Riemami 张量总是等于0的. 

由 （3) 可知 ? 

^1212 ~ H 12 H 21 — ^ 11^22 = LN m 

經过关系 （1) 所得出的另一些支量可能非0,但其12的支量一定等于 0. 因此，在曲面論 
中及 12U 占特別重要的地位.如果回到本章中的符号， Gauss 曲率 


而平均曲率 


LN — M 2 
EG — F 2 


尺1212 
g 



gn 

Sn 


gn 

gn 


LG — 2FU + NE 
2{EG — F 2 ) 


2 




又 

(由于 s n 


Ha = H itt H jbg ab = {H ia H, b - H if H ab )g^ + = - Kg u + 2HH “ 

十 u ¥ 一 ¥，.这样就建立起第—，第二，第三基本型 的关系 


式 
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Kdr * dr — 2H dr^dm + Jm.dm = 0. 


第十九章 Fourier 級数 


% 


我們已 經知道 


1 . 三角函数的正交性 


sin x , cos 


是以 2;r 为周期的函数 ，又 任一以07为周期的函数/00 ( 卽 /(r + oO = /W) 可以用換变 
数法变为 


N 


sM = f[~- X 

2n 


« 


迖是一个以 2;r 为周期的函数.我們的問題是要硏究一般的以 2;c 为周期的函数.我們知 


道，对任一整数々 


> 

< 


0 ， 


sin \x ， cos \x 

都是以 2;r 为周期的函数.又显然可知，以 2;r 为周期的函数的綫性組合 


n 


一 a o (ia^cos^x + sin 

2 


仍以 2;r 为周期.这便自然地引出了硏究收斂級数 


2 


^0 


(u^ cos + sin 


所代表的函数 fOO. 


为了硏究函数 zoo 与系数以，^的关系，我們要用到三角函数的正交关系, 
首先，不难証明 

cos kxdx = 0 ， \ sin I^xdx = 0 ， 々 =1 ， 2 ， 3 ， 

o Jo 


其次，由已知的三角公式 


sin cos lx 


2 


(sin (々 + /) 


sin (Ji — 0 X )， 


sin sin lx 


2 


cos — V)x — cos (々 + /)at) ? 


COS ^ATCOS lx 


2 


COS + 0 


cos ( 々 一 f)x ) ， 


可以証明 


0 


cos }{x sin Ixdx — 0 
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及当々与 / 时 


也由于 


0 


cos f(xcQslx dx ~ Q 


( 2r 

o d 


sin J^x sin lx dx = 0 # 


2 T 1 + COS 2 kx • 2L 1 — cos 2 kx 
cos f^x - -- 5 sin = - 


2 


2 


可知当时 


0 


co^^xdx 


? 


0 


sin 2 ^x dx = K m 


总括这些結果，可知 


^/2 tc V n 


cos J^x 


Y 7 C 


sin \ x ， 々 = 1，2, 


• • • 


是一系列函数，其中任意两个之积由 0 到 > 求积分得0，自己的平方的积分得 1. 前者 
称为一个函数系的正交性，后者称为就范性.根据这个性貭，如果級数 (1) 一致收齩于函 


数卽 




/(*) =—— a 0 + (<*tcos^* + ^sin 皮 x )， 

2 


⑴ 


k 


逐項求积分可知 


0 


j { x)dx ^ 7 ta 0i 


乘以 cos lx 而逐項求积分，可得 


0 


fix ") cos Ixdx = 7 ta “ 


又乘以 sin / x 而逐項求积分，可得 


因而得出 


0 


/( x ) sin Ixdx = nbi ' 


€1^ 


j{x)dx 


? 


级 l 


0 


fC x )cos Ixdx 3 bi 



0 


f { x ) sin Ixdx . 


( 2 ) 


迖些系数称为函数 /GO 的 Fourier 系数，而級数 〔1) 称为函数 /( x ) 的 Fourier 級数. 

由此可見，一个一■致收傲的 Fourier 級数代表一个函数 f (»0，而 K ；0 也可以由 （2) 得 
出它的 Fourier 級数来.对于任意一个可以求积分的函数 / O ) ，我們都可以由 （2) 造出 
Fourier 級数来，但問題在于，这 Fourier 級数在怎样程度上代表原函数 / O ). 

附記1•如果不假定一致收斂 5 而仅假定囿收敵，以上的叙述仍为正确. 

2. 以上的区間（0, 2 ； r ) 若換为任意一个长度是 2 ? r 的区間也眞，卽 e + 2 jt ). 
特別，如（一《， ff ). 


§2. 几个三角級数的和 


如果注意三角級数是冪級数的实数部分或虛数部分这一点，我們容易計算出三角級 


数的和来. 
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例如，当 kl <1，我們有 


1 + J2T + 3 


I 


1 — Z 


如果我們以= 


re 


id 


cos 


d+ 卜 sin <9 代入，幷分出实数与虛 数部分 ，立得 


2+ 2 r cos 0+2 r 2 cos 2d + 


2 •— 2r cos 


* « * 


— re i& 1 — re^ td 1_ 2r cos 0 + 


r 


及 


i(2r sin d + 2r 2 sin 20 + • • •) 


tr sin 




1 — r 1 — re 


iQ 


1 — 2r cos 6 


2 




由此立得，当 0 <： ^ < 1 时，有 


oo 


PrM 


2 


r^cos J{x 


1 




r 




k 


2 1 —— 2r cos x + r 


及 


QrM 




oo 


〉」 r k sin kx - - 

k 二 l 1 — 


r sin at 


2rcos x r 


同法，由 一 log (1 — XT ) = Z + 士 + • • •立得 


2 


oo 


E 


cos \x 


r 


k 


log 


k 


2 1 —— 2r cos x 


及 


oo 


s 


sin kjc 


r 


tg 


r sin x 


1 —— r cos x 


此处 0 < ， < 1 ， tg^o = 0 
又从 




1 + 之 


z 


n 


1 — Z 

I ■ ■ ■ ■ ■ 

1 — z 


fl 十 1 


可得 


2 -i L 2 cos x 


2 cos nx 


1 _ e ix{n-bl) 1 _ i>(rt+l) 


1 — ^ 


tx 


1 




€ 


'tX 


2 一 2 cos x 一 2 cos (?? + l^lx + 2 cos nx 

2 — 2 cos x 


41 sin 


X 


2 


X 


+ 4 sin —— sin i n 

2 / 2 


2 


x 


4i sin 


x 


2 




因此得 


x 


sin 


2 


sin n + 


2 


x 


sin 


x 


2 


PnM ^ 


2 


+ COS X 


sin t n 


cos nx 


2 


x 


m 


2 sin — x 

2 




同法可証 


qnix) = U sin 


cos — x 一 cos \n ~r — / x 

2 V 2 7 


* 


⑹ 


2 sin ― x 
2 


由此可見，当0 < S < X < 27 T — s B 、 j % 


I PnMl < - 


， k«(^)l < 


響 


2 sin — e 

2 


sin 


現在再考虑 PnM 的平均値 


V-i N-l f 

— 2 = -:— 2 sin G 十 7 

h 2Nsin—x 2 

2 


sin J —— Nx 
2 

2N ( sin x 

\ 2 


⑺ 


此式之証明可用次法 


sin 


^ (S sin (n 


N - 1 


= — ( COS nx 一 COS (72 + 1 )^:)= — 

2 «二 o j 

最値得注意的一点是， hOO 的平均値永远是正的. 


(1 一 cosNx) 


sln ^ 

2 


奪 # _ * » 


又从正交性立刻得到 


7T J0 


PnM dx 






sin I n + 


dx — 


( 3 ) 


sin — ^ 
2 


cos 


cos /; 


0 


q n 00 dx 


dx = Q ^ 


⑼ 


2 sin — x 

2 


还有 


, sin 2 —— Nx dx 
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7t JO 


2N ( sin — at 

V 2 


这些式手以后都很有用. 


3. Dirichlet 积分 


我們考虑函数 /00 的 Fourier 級数的部分和 


( 10 ) 


= S n {x) =—— a 0 + y] {a^cos^x + b k sin \x ), 

2 


此处 


I C 2lt 1 f 2n . 

= — I / (/) cos kj, = — i f (j) sin }{tdt m 

it Jo 7 t Jo 


⑴ 
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以此代入 (1) 式，可知 


^ 5=8 ^ 1 + ~ 2 ( cos ^ f 0 cos f(tdt + sin 々 :|, f{t) 




T ( 


十 


n 

s cos 々 — t))f ( j)dt 

舍 =5 I 參 


sm l n 


(r _ *) 


2n Jo 




sin —— i^x 一 *) 

2 


命 


“，則得 


* 


sm I n 


)u 


2 it 


fi^x + «) du . 


sin — u 
2 


由于被积函数是以加为周期的，所以 


sm I n 


2n Jo 


f ( 


ti ) du . 


sm 一 u 
2 


此称为 Dirichlet 积分.又可以把以上的积分分为两部分. 


i n 

。+1. 




后者以 一 《代《，則得 


( 2 ) 


sin I n 


2 it 


C/C^r + w) + 一 u)^)du 9 


sin — u 
2 


由上 节已知 ，当 fOO = 1 时，〜 = 1，卽 


smi n 


) tt 


2 n Jo 


2 du m 


sm — u 
2 


乘以 fOO 苒在 （3) 式中減之，可得 


sin ( n + 


⑶ 


— f (3 C ) 


2 tc Jo 


(J(x + w) + f(:r — u) — 2f00) 如， 


(4) 


sin — u 
2 


所以 4 是否收斂于 / GO 的問題，一变而为以上的积分是否收斂于 o 的問題了. 


今后我們将硏究怎样的函数在那些点 


r-i ^ 


收歛于 fO ). 在耕收斂之前，先耕逼近. 


§4. 平方中値誤差及 Bessel 不等式 

假定 fOO 是（0, 2; r ) 上的一个函数，問題是怎样的三角多項式 


g{x} = ~ 〔 cc 々 cos 々 x + jB 々 sin 々 A：) 

2 


( 1 ) 
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使平方中値誤差 扣 

t 1/00 —贫001 2 心？ 

最小, 卽定出 系数内 ，氏 来使 (2) 最小， 

我們把 (2) 写成为 

j (/O) - 3 一 !S ( a 々 cos 々 y + 0 々 sfn 々 iO) dx ^ C f(x^ 2 dx — 

® 2 ^ ~ i 


o 



a^cos^x + 3^sin ^xJf^X^d. 


( 2 ) 




n 


2 


(C* 々 COS 々 JT + 


* 


3 々 sin \x 


))dx =* 



ft 


fQx^) 2 dx 一 2k 


Oo^o 
2 


〉 / i^k a k + Afeh)) 

k — 1 / 


2 



2 


n 


S w + 択 ) 


J 



f 00 2 dx 



2 



z 


n 


2 ( a 々一 a «) 2 +0« ― 


k 


一 TT (f + 2 j + )3^0 i{x) J dx — JT + 2 C^* + 办 i ))， 

卽 （2) 的最小値等于 

f{.xydx 一 7Z + 2 + 办 J ))， 

且仅当 ak = bk ^ 吋取这最小値 . 

总起来一句話，如果三角多項式的系数就是 / O ) 的 Fourier 系数，那末原函数和这多 
項式的平方中値誤差最小. 

又因积分 （2) 总是 > 0的，所以得不等式 

丄 (" j(jc) 2 dx > 丄 4 (,a\ -4 - 6'%') m 

«r Jo 2 t^1 


我們現在看一下，在 fM 上 B 經用了些什么假定，我們要的是 

r 2* ra * r 2* 

J K*) 2 办 ， j /(af) cos^^r, J fOOsinh^e (A) 

都存在，如果我們假定 fO ) 是 Riemann 可积的（注意幷不是广义可积）.則 fM 有界而 
且 (A) 中各积分都存在（迖儿用了两个 Riemann 可积函数的乘积仍是 Riemann 可积).在 


这假定下，命可知 


右边的收斂性可由单調递增有界（卽左边）这些性貭得之，不等式 (3) 称为 Bessel 不等式, 


由此立刻得出 


a k 



f0：) cos ^xdx —► Q 3 bj(~ — Y /(*) sin dx —► 0. 

n Jo 
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我們現在証明更普遍些的 

定理 1 ( Riema tin -Lebesg ae ). 对任一有限区間 [ tf , 6] 及其 b 任意一个 Riemaaa 可积 


函数 K «0, 常有 


\im f f (^) sin Xx dx — Um \ /(^) cos Ar dx 

Jl J a J a 


0 




証，先将 U ， 彡]分成〃个部分 


a ~ x 0 <i Xi <Z 


< % = 厶， 


⑷ 


分別用 M ,. 及来表示 / O ) 在 [ A ，3 上的确上界及确下界.因此 


f / C ») sin 


JsX dx 


” — 1 疒 

Sf 

i^Q J 


/+x 


« Ir 

(/W 一 mi ) sin Xx dx -h 


i-bl 

m ； » sin A x dx A 

0 ^ x i 


由于 


/4-1 


sin Xx dx 


xi 




2 


故得 


b 


a 


X 


f^x^smXxdx < ( 队一 — x^) + ^ 1 772 丄 


— i 


o 


任給 S > 0，由于 fOO 为一 Riemann 可积厨数，所以选取 [ a , 的分法（4)，使 


-1 


2(吣 


0 




■ ， M . 

分法确定后，則 S 为一确定的数.取 A 


0 


4 


s 


I 


2 I 叫•！，故当又时 


同理，当又 >4时 


6 


/(«0 sin Xx dx 


< s 




定理题完. 


{: / W 


cos Xx dx 


< 8 


* 


§ 5. 收斂判別条件 

我們苒回到§3,仍旧保留§ +的假定 ( A )， 考虑在什么条件下，当然趋向可 


以有多种意义，例如，在某一点〜 


或在某一^区域內 ， h —致趋向^等< 


为了簡便起見，命 


= f〔x + «) + f、x 一 u ) 一 2 s 


睾 


这样§3的收斂条件就变为 


⑴ 


m 


.買 


sia I n 


lim 


2 


u 


i ^{ u)du ~ 0 # 


m 


sm 一 u 
2 


由 Riemann - Lebesgue 定理可知，对任一^>0，我們常有 


lim 


I :斗 


2 


u 


中 M 


sin — u 
2 


du ~ 0 9 


⑺ 


(3) 
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原因是 <^(«)/ sin —«在[5.?1：]上 Riemann 可积适合于条件 ( A ), 

2 

由（ 2 ) 減( 3 ) 可知，收敛条件变为 


lim 


s 


D 


sin I n 


u 


= 0. 


sin — u 
2 


再由 Riemann-Lebesgue 定理可知 


lim 


J : 斗 


+ 


2 


dti 


sm 


2 


2 


u 


所以收斂条件又变为 


6 


Hm 





sm 


2 


udu ~ 0 




如果把 


lim 


奋 ㈤ 


( 4 ) 


(5) 


( 6 ) 


⑺ 


的存在性作为条件，則又由 Riemann - Lebesgue 定理可知 (6) 式是正确的 5 因而得出 
定理 1. 如果 fix ') 适合于条件 （ A ) ，而且在这一点极限 

lim 认 u ) = Hm /(〜 + ") + — u) ~ 2s 


( 8 ) 


u 


存在，則当” — CO 时 


Sf ,— 八 

如果 / W 在这一点連續 ，& 就趋于 f = / W . 如果 fix ) 在 r = X 。时是一第一类間 


断点，則由 （8) 可知 


^ T ( /U+0 ) + fU~o )) 5 


卽 




这也同样証明了 


n 


lim 


sin \ n -t- — I u 

2 


2 兀 


Ku)du = — (/(+ o) + /(-o)X 


sin 


2 


处理积分 (6) 还有其他的方法.例如，中 U ) 是单調函数，則由第二中値公式可知(如 
果伞00正的单調上升） 


8 


0 


sm I n 


2 


会 ■(- 吐 du = <^(5) 


sin ( n + 




2 


du 




ri n ^) 6 - 

4>{d) i - s — 


du 
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但积分而是收斂的，所以获得結論 （6) 仍为正确. 

Jo u 

由此可推得 

定理 2 . 如果 ZOO 仅有有限个极大极小及有限个第一类間断点，則宅的 Fourier Wi 


数对所有的 X 微斂于 | (/(, + 0) + — 0) ). 


現在再硏究在区間上收敵的問題.有这样的可能性，对每一 at ，Fourier 級数都收敵 
于这个函数，但該級数幷不一致收斂于这个函数. 

定理 3. 如果在 （ a ， 幻中 fix ') 是两个单調增加連續函数的差，則在任一处千 U ， 幻 
內部的閉区間中，它的 Fourier 級数一致收斂于 fO ). 

假定 fM - AO ) — f 2 ( x ) ,此处 A 与匕 都是单調增加的連續函数，由一致連續性叮 
知， Xt 于任何6 > 0 ， 有9 ， 使 

\f^x 4- A) — /iOO I < e (|A| < 7 )， 

这 7 的选择仅与 s 有关而与 x 无关. 


而 


由以上的証明就可以得出积分的一致收斂性. 

倒 1. 在区間（一冗，兀）中把 函数尤 展开为 Fourier 級数. 

因为 x 是奇面数，所以 

r * 

nak — I cos \x dx — 


bk 



x sin ^xdx 


2 


7T 



cos \xd 




因而太在（一兀， V ) 上的 Fourier 級数等于 


2 


sin x 


sin 2 x 
2 





由定理1可知，当 一 时，上級数的和就是 A 把 Y 視作为周期函数，卽在 （一； t ， 
0中用此定义 ，但 出了这个区間之外，則用周期+生获得函数的数値，如此則遂个函数在 


m @一点幷不連續，該級数应当等于 （/(7r + 0) + /( 兀 — 0) 卜 0 •所以 


sin x sin 2 x 


2 


+ 


+ 


—1V" 1 sin 


2 

0 


x 


^ 一 TV <C X <Z 7T 3 


若 X = 土兀. 


在这个式子里，取 y 


7 V 


2 


，立得公式 


1 


JL t 丄 

3 5 




4 


镛 



例2,求在（一 ? r ， or ) 間的 Fourier 級数. 由于 


图 109 
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是偶函数，所以 


l 2n 


bK 


It 


x 2 sin \xdx = 0 ， 





x 2 dx 


2 尤 3 




o 






2 


n 



x 2 cos ^xdx 


2 




6 


sin \x 


« 


o 


2 


貧 


o 


x sin \xdx 


4 Jfcos 和 




lo 


K 


J COS dx 


(一 1)* 


土 


由于 /(a + 0) = /(TT — 0 ) ，所以 


X' 


42( — 1 ”^^， 

3 *=i k 


7C <1 X <Z 7T m 


y 



它所表示的函数如图 110. 
命 y = 0 ，則得 


1 


4 


9 16 


—1)々， 


.2 


a 


7t_ 

12 


2 



所以得 


若設 


c ? = 1 


2 


7 t 

12 


4 


9 16 


則有 


16 


上+ 

36 


令 * ■ 


+ 


• 參 


(2々) 


2 


)^r 2 


a 


12 2 


擎 


4 


9 16 


6 


例 3 . 命 


求它的 Fourier 級数 . 


/W 


若一 7T <1. X <Z 0 9 
C 2 若 0 < r <C 兀， 


1 

a 0 = — l f(x)dx 
TT J —» 


7 t 


_0 rn 

C\dx + l C 2 dx 

Jo 




C \ ^ C 2 


m 


9 



fQx) cos }(x dx = 

7C J-* 7Z 


L- 




COS^.VciAT + \ C 2 cos/^xdx 

0 


0 


[• 
办々 = — I /(^) sin 

7C J -« 


KI ： 


li 


n 


Ci sin 々 x 十 1 C 2 sin dx] ― (Ci — C 2 ) 

o 


(—1)々 一 1 
n!{ 
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所以 


它的图形是 


C! + C 2 — 2(Ci - C 2 ) 

- - 



sin x 




sin 3x 






— JT < * < Oj 
0 < A ： < JT ， 

^ = 0 # 



图 111 


§6. 在区間 （0，〃） 上的展开式 


由上节的例 1 与例2巳經看出来，对于 C — h 4中的奇雨数 fOy 有 

if * 2 

a n = — I /(») cosnx dx = 0 ， b n =—— i /C^) sin^^ dx 9 
n j-k Jo 


( 1 ) 


故奇函数的 Fourier 級数只舍正弦項，卽 


K 尤 ） = 2 sin nx . 


同样，若 / GO 是偶函数，則 


a 


n 


- [fW 

7V JO 


COS 72^ dx ^ b n 







f (x^) sin nx dx = 0 # 


因此偶函数的 Fourier 級数只含佘弦項，卽 


/W = — + y) a n cosnx , 

2 « — 1 


( 2 ) 


⑶ 


(4) 


如果給出区間 （0, ; r ) 上的任一函数 fOO , 則这个函数可以展开成只舍正弦項的級数 
(2)，其系数匕由 （1) 来定义.也可以展成只含佘弦項的級数(4)，其系数由（ 3 )定义，不过 




S3 112 


图113 
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在 (0, 4 之外，它們所表示的函数就完全不同了，正弦級数給出的函数是奇 函数: 在幵区 

間 一 7 T < X < 0內为一 /( —尤）， 

/( — o) = — /( + 0 ) 5 f( _ 7T + 0) = — /(7T — 0) 

且/(0) / U ) = 0,而佘弦級数在（一 A 0) 內所給出的則是偶 函数： 

f( — 0 ) = /( T o) == /(o), /( — 5T + 0) = f(^7C 一 0) = f(jc\ 

倒 l - 将 x 展开为佘弦級数. 

df 0 = — 1 xdx — 欠•， 

TV JO 


因此 


外= | J : ,坤厶=赤 m ]， 


x 


7 C 4 

I_,— 国 *"^ ― 

2 7 V 


COS + 


cos3y 

9 




cos (2^ + 1) 

(2 々 + l) 2 




(0 < ；T < TT), 


在区間 （一? r ，0) 上，右边的級数和就是一 
相同（图 114). 

n 



因此，在（一 TT ，7 T ) 上，这 一 級数与 W 完全 



例 2. 将 V 展成正弦級数. 





sin \xdx 




2( _ 1) 々- 1 兀 t 4[( — 1)々 一 1 ] 

丌々 3 


5 


故得 


x 2 ~ 2k 


sin x sin 2x , sia3x 


2 


3 



sm x 


l 3 


sin 3x . sin 5x 


3 3 


5 3 


(图 115). 


例 3. cos ;^ 是 T 的偶函数，故可以在（一兀， r ) 上展幵为佘弦級数. 


**! 


2 


^0 



cos zxdx 


2 sin zx 


7 t S 




0 


2 sin 7tz 


rcz 







cos zx cos I^xdx 


7T Jo 


[cos (sr + cos Qz 一 ^)x]dx 




i-iy 


2z sin 7cz 
7T(sr 2 — 々 2 ) 


因此 


coszx 


2z sin 7cz 


7 C 


cosx 


cos 2x , cos 3 a; 

■ M iT ■， 


» * 


l 2 — z 2 2 2 一 z 2 3 2 一 


z 4 
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以％ = 3 T 代八，得 


Ctg 7 VZ 


丌 


z 


QO 

E 


J 々 2 — JET 2 


( 5 ) 


这称为 CtgTVZ 的分式展开式.对 Z 求微商，卽得— 


sin 2 xz 


的分式展幵式 


sin 2 JTJ3r 


JT 2 


co 


z 


+ 22 


々 2 + 0 


z 


oe — 之 2 ) 2 


7 T 


2 


Z ' 


I O 十 々) 2 (方一 々) 2 




Oft 


7 C 


2 


E 


oo 


O —々) 2 


在 (5) 式中以 i 代〜則得 

7 C 


co 


z ctg z — 1 一 ^ 2 


\ r \ 2 z 


2 


k 


； k 2 ^ 2 




z 


2 


当 <； 7 T 时，由于 

2z 2 _ 

々2 冗 2 — z 2 


2 


々 V ( 


1- 


z 


l 


2 - 11 


z 


2 


Z 


In 


々 V 


々 V 


々 2 V 
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々 2 丌 


2 


故得 


z ctg jst = 1 


2 00 . 4 00 i 

^ ST^ 1 ^ J 

L - 7 , - Z - 7 , - 

2u2 4 a4 


—— 2 


z 


2n 


兀 2fI k 


oo 


E 




z 


再以 f 代怎， # 


CO 


Z Z 
一 - ctg — 

2 


i — S 


n 


2 


oo 


L (2?r) 2ff 


S 

* = i 


k 2n ^ 


oo 




1 -S 


B 


7T X {2n)\ 


n z ln 


( 6 ) 


此处 


B 


n 


2 - ( 2 / 2 )! 
(2 丌严 


2 


(7) 


螓 


z 


sm 


称之为 Bernoulli 数，用冪級数直接展幵 cos 


z 


2 


z 


2 


5 


可知諾仏都是有理数，例如 


B x 


丄 p _ 人 

了， - 

6 30 


, B 


42 


, B 


忐， 卜 S ， …， 


因此也算出了 Riemana C 函数在偶数所取的値 


oo 


f ⑹ = g - 



B n 


2^{2n)\ 


u = 1，2,…） • 


在 （6) 中以 i 代々，則得 


cos 


i7 ctg i7 


t 

2 i 




t 


m 


2i 


sm 


t 

2i 


2 j —^ 1 


2 
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由此推出 


r — 1 


1 + MA 

2 2 ! 


B ? r 


_ * 參 


Aq + A\t Hh /^2, 2 + 


( 8 ) 


此处 


= t » A 


i ^2 k 


(—1) 卜 1 
~ 7^)厂 


， A 


+i 


ou 


攀争參 


(9) 


称之为 Euler 数 . 


§7. Gibbs 現象 


以上为了保持 Fourier 級数的收斂性，我們在 / OO 上加了两个条件〗在連績性之外又 
舔了另一个性貭.我們可以举出例子，仅仅連續性幷不能保証 Fourier 級数的收斂性，这 
样的例子是 P. Du Bois-Reymond 首先举出的，卽 一 个 Fourier 級数在 一 '点是发散的，虽 

然对应的函数在那一点是連續的. 

关于不連續函数的 Fourier 級数的情況，更有所謂 Gibbs 現象. 


已知 


兀，若 0 <1 X 3 T ， 


foo 2 2 


sin ( 2r — l)r 
2 /——1 


7T, ^r— ^ < o 


命 


則 


所以 


因此 


卽 


0, 


若 X 0, — 7t m 


咖 = 2 § 


s n {x) — 2 cos ( 2 r — l)x — 2nx ^ 

dx x sin x 


f„(x) = [ 2nt dt ， 

Jo sin/ 


SnM 


i A 


sin 2nt 


dt 


sin 2 nt 


dt 


sin t 


J 2nx * . 

o 


dt 


sin 2nt 


t / t 
sint ^3! 


5! 


+ 


» 9 • 


因为当 $ 由 o 增加至丄 TT 时， — 一 連續地由1增加至 一 ;又当丄 JT 时， 0 < 

2 sin t 2 2 


+ 


< 丄 . 所以，当 OCr < 三时 , 

3! 2 


C 尤） 


- r ， 


sin t j \ ^ ^ 
- wt I < C. — 


—— 1 tat — — ( 

12 Jo 24 
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对任意 s > 0,存在5 ：> 0,当0 < JT <3时，对任意正整数皆有 


方 》00 — 


sm 


dt < S 


⑴ 


命 


cp(.r) 


<fin t 


dt - 


由于 






sin t 


dt 


w ( — O ^ si 


sin 


}{7Z -\r u 


dUy 


所以当々 = 0，1，2 


时，正負相間且絕对値单調递減，故函数 y = < pOO 在 f = ; r ， 知， 


5^ r . 


_ 蠡畢 


有极大値 AA > Ai 3 > > 


而在 x = 27 v y 4 tt ，6 tt ， 


有极小値 < 叫 


< «6 < 


0.5 


0.5 


3-0 


图 116 


选取，則由 （1) 可得 

2 S 


s 


w (盖) - J 。 〒山!◊， 


卽 


lim 




cpM > 


因此尽管对每一固定的 y (0 < X < rc )， 当 《 — oo 时， 趋于一 ， 但是 X — 0 . 0 y 

2 

< 9(0 中的所有的点，都是曲綫 y == s n Cx ) 上面的点的极限点，而区間0 < y 的 

长度是 (0./ C +0)) 的长度的 


2 「 sin? 

^ Jo "T" 


dt — L1789795 




倍. 


由于〜 O ) 为奇函数，故在 x = 0 的左边亦有类似的情洗，卽在 x ^= 0 的附近.齒綫 
充滿了区間一少 U ) < y < 0. 这一現象叫 Gibbs 現象（图 116). 

—般言之，命函数列 {/„(*)} 在区間 x a Cx < x 0 ^ A 中收斂于函数 fix )， 若当打及 
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尤 0 


彼此独立地趋于+ 00时，有 


或 


> f(^ 0 4- 0) 
limLO ) < / O 0 + 0)， 


則称 {AGO} 在％ 的右方有 Gibbs 現象，同样可以定义在 々左 方的 Gibbs 現象. 


§ 8.均値求和 


定理 1. 命 


这 0 


表示一級数 


S % 


的部分和，又 


< T „ 


表示平均和.如果 


lim s , 


則也有 


lim ( 5 n = 


証.由假定可知，給任一 s >0, 則存在一 2 V >0, 使《>~时，|〜一 x | Cs , 命 


为 


的上界，如此則 


Uo — ^ U Ui 一 方 U 


« # * 






is(i 一 /) + (夕 1 — + 


• 鲁攀 


+ ( s „ 一 r) 


< mi u z ： j£ h = ^ g 一 s ) 十 e < 2s 


(当 》 充分大时).所以定理得証. 
反之，如果 


lim cr n = 


幷不^~^定可以得出 


lim s n — s 9 


例如， 




l) n 


則 b = 1，= 0,故沒有极限，但 A 的极限等千1/2, 

定义， 如果一个級数的〜的极限存在，則称为平均收敵，或称 （C ， 1) 收斂 .A 的 
极限乂称为該級数的 （ C ，1) 和. . 

我們現在运用平均求和法到 Fourier 級数. 


命 


a o 


{ a ^ cos^x + sm J ^ x ") 
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及 





听以該条件又变为 


Km 




sin 2 


nu 



^{u)du ~ 0 # 


定理 1 ( Fe 洳).假如 fO ) 仅有第一类間断点，則 / OO 的 Fourier 級数的 （ C ， l ) 和是 

— (fix + 0) + f{x — 0)). 

2 

特別是对 fO ) 的連續的点， / O ) 的 Fourier 級数的 ( C , 1) 和就是 /(«). 

証.在上公式中命 


s ^ ~ (J(x + 0) + f、x — 0 ))， 
2 


則当 《 — 0时公— 故有7存在，使《< 7时，< e , 如是則 



sin 2 —— nu 
2 






e du + 




{ I du ^ 


- \ — du + ^~\ S du^h + I 2 (如是定义) • 

n Jo u n jn u 

、 

現在 

• 2 1 

sin —— nu \ nn ， ^ , 

if 2 j — 1 f 2 sin 2 " ^ ^ 1 f 00 sin 2 " j 

— \ - du — I - <iv — I — — 

n Jo u 2 2 Jo v l 2 Jo f/ 2 

是一常数，故 A </ s . 对固定的7,当《— 00 时显然心 — o . 定理証毕. 

定理 2. 如果 /0O 在 O, O 中連續，則对其所包有的任何一个閉子区間 /0O 的 
Fourier 級数的平均和 — 致收敵于 /W. 

証明完全与定理1相仿，但須注意 ， 9的选择仅与 S 相关而与 ar 无关， 


§ 9. Parseval 等式 


以往我們已經知道 Bessel 不等式 

1 

2 

我們現在要进一步証明 

定理 1. 如果 / o ) 是連繽函数，則 

丄4 ^ j (^1 + 的）丄 ( fC x ) 2 如* 

2 ^ Jo 

証.甶上节已知，一致收斂于 /0 O ， 所以 


2 {^1 + ) ^ ~ f fM 2 dx 0 

tTi ^ Jo 
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Km —- ( (/CO — ^ n i x )^ fi x )^ x = 
«-»oo 7t J 0 


而 


f» 1 fti 

= 丄 2 (丄 a 。+ 4 - 〜 sin 々 x ) 

^ 0 、 2 Jt — 1 


!• — 1. 1 

丄 * a 。 〉:〉 ^ (a 々 cos 々 ^f + 厶々 sin 々 x) 

k 




= 


2 


a 0 4 2 Ca^cos^a: H 〜 sin 々 *) (1 — ~). 

^ i = 1 


以此代人且逐項求积分，可知 


— (fOO 2 dx — — ai — (4 + 衫 ）(1 一立 )— 0 . 

sr Jq 2 k^\ 、 n / 


由 Bessel 不等式知道 


m 


Stn — - ^0 ^ > j + 的) 

2 


收斂于/，由定理 8.1 可知 


« —1 


n 


2 心 


m 二 0 


2 


al 


+ § C 4+^)( i -+) 

■fr 1 


也收敵于3，卽得 



oo 


QCx)y dx 


2 


0 


2 


+ ；S (4 + 的） • 


k 


这武子称为 Parseval 等式. 


命另一連 續函数 gOO 的 Fourier 展 开式是 


oo 


則由 


— < + S (^a\ cosJ^x + sin \ x ) y 

2 t —1 


i ( 2 [(/W + 兒 O)) 2 — 产 0) — s 2 M]dx 

TV JO 


r 


2 


[ C ^ 0 + a o y — al — a ^] 


oO 


2 {(^ + a^) a — dr | — fli 2 + + K ) 2 — 玲一* ?} 


k 


可得 


7 T 


j a K 尤)犮 W 


OO 


dx 


— a 0 a 0 4 - 2 + b K ^ k ). 

2 ^ =i 1 


这称为 Plancherel 关系式. 


迖些公式在很普遍的假定下仍然 正确. 但为了簡单計，我們不贅述了. 

§ 10. Fourier 級数可以逐項求积分 

定理 1. 任何一个 Fourier 級数，不管它是收敵或发散， 我們可以在两限之間逐項求 
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MIRf rvio^^i.- 


1 J ^lll ： l h'l" ■! -r 1 ■'TIW ^ 1 +.■■-. L 




积分 . 积出后的級数的和等于該函数的积分的 Fourier 級数 . 
命 /U) 的 Fourier 系数是〜，心，現在考虑函数 

Fix) «= (^f O') — ~ aoj 

如此則 FOO 是周期的，連續的 . 


又命 


因此 


因为 


郡是递增函数，而 


/i(0 




当⑼一 


0, 


当 /(0 


^0 

Y 


< 0 , 


/2CO 


[Kf 卜 T 。， 当⑼一 f <o . 


0, 




当 / (#) — ^ 0 


fit ) 


^0 

2 


fl(0 + /2 W_ 


I 


0 


A (f ) 心 ..j 。 — (0 办 


F (x) = [hiOdt — ^ 


因此 FOO 是递增函数的差 . 由定理 5.3, 所以有收斂的 Fourier 級数 


O0 


此处 


及 


Bn 


FOO 




2 


Aq + {A n cosnx 4* B n sinnx) y 


n 


A n —= — \ F ( 尤 ) cos nx dx ~ — 

It Jo 7t 


# 


fM 


sin nx 


n Jo 


mz 


n /0tf) 一 — sin nx dx ― 一 — \ /(nr) sin nx dx 

2 J n7c Jo 



2 * , 1 
F (;r) sin nx dx ~ 一 

a 丌 




FOO 


cos nx 


n /q 


U 7 t 


n /0*0 -— a 0 ) cos nxdx — ~ i /(.r) cos nx dx 

2 / nn Jo 


a 


n 


n 


(注意 F(2tt) - F(0) = 0 ). 所以 


命 


oo 






X 


0 ,卽得 


2 


o 


S 


a n sin nx —— b n cos nx 


n 


n 


00 


2 


Ti 


‘ ~ n 


合計 
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sin //r 4 - h n (l 一 co%nx 


卽得定理. 


由此也順便証明了 



n =? 


收微. 


本定理还有另一个有趣的証明.巳知 


sin (jt 一 . siti 2 (x 一 

_ ' ■ ■■ " ■ — - 1 ^-r - - — - ■ … -■>■ 


4>( t ) , 


这儿由 （0 


[ jr 一 （X — 0] , 若— t < L 27 t 




若 ： r 


囿收斂，故可乘以 KA At 且逐项 


0,2w ， 


积分.由0到 k 积分，左边等于 


丄 | sin/? (：r — #) f(^t)dt = ™ 

# -1 Jo I 


sin nx 一 b n cos nx 


而右边等于 


— f < t > 0 )fW a = 丄 ( ^>{ 0 f 0 )d 

7 C Jo 7t J 


t 


i 


x—2^ 2 


(?r 一 x 4 - i)f (j)dt 


~ (3r — x + (f) — — i F (^) dt ~ F ( 欠） 一 上 \ F (j)dt 

2 冗 1 \x—2n 2 k 2% Jo 


_丄〔 

2tc Ji 


(用了 F Or — 2;r) = Fix) 和！ f 丄 U — O — t)]dt 


■ii^^ 


2 U , 2 


o ). 定理証毕. 


& 11* Fourier 系数的性質 


由前巳知 


a% 0 ? bk 


我們現在加強条件来証明更明确的結果，例如， / o ) 是单調上升有界函数，則由第二中値 


公式 


fi.x) cos dx — /O) l cosf^x dx ~ O 

-* Jc 


卽得 








°( 士) • 


⑴ 


如果区間 （0,2 幻可以分为有限段，而每一段都是单調的，以上的結果 (1) 仍然成立^ 
如果/00的微商有以上的性貭，則由分部积分法可知 




J 2» 

疒 （ or) sin J{x dx 


—丄 f / C ^) sin^xdx — 0( 丄）， 
^ Jo \ 
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所以有 


级 k 


°(i) 


及 b k 


0 ( 訕 


同法可以証明，如果 fOO 的〗次微商有以上的性貭，則 


= o 


(古)， — < 古 



I 愈大， Fourier 級数收斂得愈快，当/ « 1时， 


00 


一 a 0 + i.^k cos k x 

2 ft = I 


to 


< T ui 


2 j (1 a * I 十 I \ i ) < — l^o I 十 O 


* 



9 


所以 Four ； er 級数一致收敛，且絕对收斂. 

如果一个函数仅有有限个間断点，我們可以用下法采做出一个沒有間断点的函数. 


由例 5.1 已知 


/0 O 


~m 


sin x 一 s\n 2 x 

' T - 2 


( 一 1) 女一 L sin 々 x 


2 


若 


It <i X <i Ity 


0，若 


X — ± JT 


仅在 点 r „ 有間断点，而顧沈 + o ) — T 冗，考虑函数 

gQx ) = ajijc + 3T 一 方 0 ) 十厶 • 


这是一个在 X = %时有間断点的函数，而 


g(jc 0 + 0) =—— 一 an + gCxa 一 0) =—— 

2 2 


U7t + 


解得 


卜 7 + 0) + ^U-0)), . = - 0) - fU + 州， 


卽如果 sOO 是一个仅在 r = %时有間断点的函数，而且 〆 ％ + 0) 与以叫 一 0) 都存 


在，它的 Fourier 級数等于 


办 ）= a 2 (二 二 1 gin & (十 士 7 c 一 y °) 


b 


k 


CO 


b 




一 1) 史 


(cos 々 (；r — Xo) sin k* 4 - sin 々 (7r 一 ^ 0 ) cos^jf) # 


k 


如果一个函数有有限个間断点，幷且在这些間断点的左右极限都存在，則我們可以減 
棹有限个上述的函数使它变为連續的. 

所減去的这些函数是‘‘直綫周期面数” 5 因而在計算时可以先減去几个直綫周期函数， 
使得所剩下的函数的 Fourier 級数一致收敵. 

这个方法当然可以用来处理有以下性貭的函 数:可 以把区間分为有限段，在每一段中 
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鄱有 / 次微商（参考 Euler 氽和公式). 

V 

S 12. Fourier 級数的其他形式 


先討論复数形式的 Fourier 級数,現在是 

09 

/W 〜 2 


此处 



j { x ) e ^ inx dx . 


讀者試証出与前 相仿的 結果， 

又如果周期是 2 ttA ， 則我們有 


fM 


+ 



a^cos ~ sin 


A 



此处 




— f fM COS ^dx, = ~ 
TCA J l 7：A 


f (; r ) sin 红办. 

A 


命 


pi ^ sin = 9 k cos 9>々, 


則得 


/00 ^| ao + g p , sin 


+ ^ Pk t . 


独項 


Vk ^ 


Pk. sin (^~ + 9 j 


在物理上代表調和振动，振幅就是外，而是周期，叭是初位相, 


13. 实用調和分析 


有限調和分析 


把已 知函数展开成 Fourier 級数的运算叫做調和分析•如果 fOO 是由分析方法定义出 


来的，而刚好又不难算出定积分 C 


2 ut 


CZn 

j 。 fix ) e ~ 


dx 的数値来，則这个函数的 Fourier 


展开式便立刻得到.但如果 fix ') 仅是由若千实驗数据所給定的，或者卽使 Kx ) 由分析方 
法所定义，而6„不易算出，那时就出現了如何去找 Fourier 系数的問題了.解这样問題 
的运算称为实用調和分析.人們往往容易 产生迖 样的錯覚：当取定若千分点后，愈多算几 
項，就会得到愈精密的結果.我們将着重指出，事实上丼不然，过多的計算不仅浪費人力， 
而且会导致愈来愈大的誤差.我們在这儿所介紹的有限調和分析的着眼点也就在于此. 
本节闬的方 法是“ 从有限到有限 '幷硏 究了由有限多个数据所应計算的最恰当的項数. 

先从复数形式的 Fourier 級数餅起，假定在[—%幻中給定函数/(>)的《〔 = ^^十 U 

个数賭 
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Vi 


n 绁)， 

n / 


0 ，土 1 ， •”， 土 // 


( i ) 


利用 


n f 


n 


2 


€ l^ilm/n ^ 


n* 


0 ，若 n ^( m\ Q 
1 ， 若《丨?》， 


( 2 ) 


可以从 


n* 

--E C § m e tnilmfn I/| <,n 

f># = 一 n 9 


中定出匕来.定出 CL 的方法是乘 ( 3 ) 以 e " % itilqfn , 而对/加之，由 （ 2 ) 得出 


(3) 


t r 

S 

I =~ff J 


n f 


n f 




2^itq/n 




2 2 e 1 咖， n = nC \ 




/ 


n f 


( 4 ) 


因此，我們建議用 


il* 


s n M 


S 

*W= — fl / 


/ f 

, tmx ^ 


C m e tmx . C 


m 


n 


2 y ， 2 — 

r =^~w / 


(5) 


来逼近 / OO . 現在来估計 AO ) 与 fix ) 的誤差， 

定理 1 . 假如 f 00 在 [—A «] 中有 r (> 2 ) 阶連續微商，各阶微商均有周期 2 ^且 
1 广 ) u)i < c ， 則 


I / O ) 一 AO ) I < 


4 C 


(r - 


( 6 ) 


駐.巳知 


oo 


fM 


S c 


n 


e $mx , C 


m 


0& 


In 


fix^e^ imx dx y 


(7) 


n 


分部积分^次得 


.寘 


c 


m 


Ini ^ itn ) 


f r Kx}^ imX dXy 


，貿 


所以 


因此 


IGI < 


c 


m 


n € 


IfO ) 


2 cwi < 5] \cj 


m — ^n r 


\m[>n 


f 


OO 


<2 2 - <2 C 

t 财 


dx 


»' X 


2C 


(r — 1V 


(8 


当 I /72 I < //时 


1) 表示“能整除 + 6 表示 a 不能整除 
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# 





n f 


2 y， 2nilm/n 

/ = _ 



n f 



€ 




co 

2 C q e Zlliql/n 

<7 二一 oD 



iX> 


2 


句 ■= 一 GO 


n f 

2 


- y c 

/ j 匕 <7 > 

q ― 一扣 
n){q —#«) 

因此 


oo 


c m - d m \ < xTic—'i 


^ ' 0O 


此处 S' 表示除去 / = 0 这 一項， 因此 


n* 


rf o» 


2 cc 




匕） 


e 


imx 


trt = — n 1 


< E SV 

m 二一 n f t — — oo 


m+#U 


n 1 


< S 2' 


C 


DO 




CO 


— = 2 c y 丄 

\m + nt\ r l r 




2C 


(r — l )// 1 




(任一整数 / 可以唯一地表成为^ + m ( \ m \ <«) 的形式，但 f 与0,所以从所有的整数 

中除去适合于1门<»'之諸整数，故得所云). 

因此，由（7)，（8)，（9)可得 


1 K 尤）一 s n (^ x )( <: 

■L 


4 C 

(r — 1) 灯 — 1 


定理証完. 

有时为了減少計箄量，在 有了” 个数据 y / = /(?—) ( Ul < O 之后，我們只希望計 
算十1个系数 C 二系：々），此处々 <‘. 算法如下 :定出 来使 


S 


y ; 一 



e 


Intlm/n 


I 


取—小値. 
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2 | 力 1 2 + » 2 S E yiCW nilq；n 


n* 


m: 


4=—4 I=—^ 


< 




一 S E # 


e 


— Z ^ ilr/n 


k l 


k 


n f 




” S 


c 


frt=_ 々 


n 


2] yi e， ilmfn C m 


—t/ 



n 


S 


yi ^ 


Z^iim/n 


n* 


n f 


k 


n* 


E E S -. 


2^iim/n 


I 


2 


n f 


H 


n* 


> 2 !^ i 2 -fS S 

t = — —々 i = — 


y〆 


—Znilm/n 


l 


此处等号成立之充要条件为 


n* 


c 


n 


S 


yi e" 27iilm/n . 


n 9 


因此仍用 


S 2 ^ iM 


K 

2 cUS c 

m=— 


9 


n 


2 


yt ^ 


2nilm/n 


n f 


荥逼近 f 00. 


在定理 1 的条件下，与定理 1 相仿可得 


1/00 一 s 2 々 +1 o ) I < 


2C 




1) 


(丄 

\ n fr ~ l 


-1 /• 


这建議我們，如果只計算2^+1項，可以少用一些数据. 
在实际計算的时候， s n { x ) 有以下的表 达式： 


n* 


sm I — — nl 
2 


= 一 2 - 77 - ^ ■ v 

n t ~ n9 . 1 ( 2nl\ 

‘ n sm —— I x —- ) 

2 \ n J 


这个式子的証明如下 


■ 


S n ix ) 




E 匕 


e 


tmx 




n* 


n* 


n 


2 2 yi e — e imx 


ft f t ="-« / 


n* 




n 


s 


yt 


2 


e 


2 W /») 


t =—m= —** # 
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如果 fM 是一个以&为周期的实函数，則 

n 9 

SnM = 2 匕泛爾 


这儿 



= g + 2 (匕 + cv 似 ), 




因此 


因此 


此处 


1 ( NT^ 2nlm 

— I y j yi cos - 

n \JTi n 


« — t y 

,• 2 idm \ 

* 2 j y i sln - J 

TTZ n / 


2 


(^m — 办二 0, 


c 




2 


(二 + t'tnf). 


CW 财 + C，_ m e 

Y $ f 

^ 一 (dr m 一 b 9 m i ) (cos mx + i sinz/wr) + 

2 

+ — (a^ 4 - b 0 m t) (cosmx 一 i sin mx) 

2 

= a m cos mx + b m sin mx % 


= 



« 





iTtlm 
ytcos - 


( 12 ) 


n 


♦ 297 • 




b’ m 


2 

n 


■昇 Mr 

E 


yi sm 


27tlm 


(13) 


o 


n 


送就是实数形式的有限 Fourier 級数. 


定理 2. 如果 / Or ) 为在[0, 2; r ] 中有 r (>2) 阶連續微商的实函数，各阶微商^15有 


周期2%且 | 严 OOI < C ， 則 


sin { 一 nx 一 tzI 

-士 g ” 2 


sm — i x 


2 


2%l \ 

n / 


C 


4C 


(r 一 * l)» /r ~ l 


(14) 


如果分点不是等距离的，卽巳知 


Vi 




Ka )， / = 1，2 


• • * 


，/ i( = 2n' + 1 ) ， 


則可由联立方程組 


rt* 




y , = —- -r y , ( a / cos / x ^ + b \ sin lx /) 9 1 < 
2 2 = 1 


y 


fM 


2 


n* 


中消去 〃1，6 而得出 y 与 yi 


cos lx + b\ sin lx ^) 


乂的关系.因而問題归結为解联立方程組的問題 


習題 1. 硏究分点个数〃为偶数的情況. 

附記.有些书上利用矩形公式来近似計算定义‘与‘的积分，因此得出 


a 


a' 


* ■» 

2 2ozlm ,. 

~ y/cos - ， b m = b m 


一 1 

2 • 2nlm 

一 Zj ” sm - 


n 


o 


n 


然后用 


r 


S 2 r^lM = — + 7；( a m co^rnx + b $ m sin mx 

1 


来逼近 fOO . 虽然用这一方法得出的 AwOO 的表达式仍无两样，但由于 


t 








所以級数 


oo 


a Q 

2 


+ s ( 二 cos 772^ + bm.sin mx ^) 


T« 


是发散的(除非 d 


i 


Cl n » 




iL 


n f 




0). 因此取 Fourier 級数的項数愈多 


变化亦愈大.如果原来的函数 fOO 有一定的光滑性(例如有連續的高阶微商等），用这个 
方法来处理，当項数算多了，偏差反而会更大，換言之，这个方法容 易使人 产生弓 I 入迷途的 

——鏐以为項数愈多愈精密.另一方面，当給了几个离散的数据时，亦不必用連續 


可能性 


性的方法来处理. 

关于实用調和分析进一步的討論，請讀者看华罗庚与王元的“数値积分及其应用 

书. 
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14* Fourier 积分 


把 U 2 的公式写成为 


fO ) 


i nk 

一 _ f (#) dt 


2nX J-** 


KOcos ^„ 
«=i 霣又 A 


⑴ 


n 


現在使 A — 00, 如果命％ = 二，則該級数等于 

A 


此处 


2a # 1=1 


1 f 

<p(w) = — j f (f) COSuQx — i) dt % 

yt J — 灯义 


( 2 ) 


(3) 


如果我們且不管<?(«)与 A 的关系，則 （2) 式就相似于 Riemann 积分的和，所以当 




00时，我們得出 


fM 



00 r ao 

du \ 

0 J — oo 


cos (x —' i)u f ( j ) dt ' 


(4) 


这称为 Fourier 积分公式.犹之于 Fourier 級数在有限范围內表示一个画数， Fourier 积分 
在无限范围內表示一个函数. ' 

要把以上方法严格化幷不簡单，我們現在用另一方法来处理公式 (4). 


假定 


0Q 


1/(^) 1^ 


是存在的，則积分 


00 


cosu(^x —— 


00 


对“ 在任一有限区間內一致收斂，故可由0到 C 7 对“积分，且交換符号，卽得 



O0 


du \ cosui^x — ?)/ CO dt 

一 C0 


f 00 smC 7 (jc - 

J Jp - f 


— 


/ w 斗 


給与 s 〉 o , 可取 r 充分大，使 


T 


oo 


|/(0 \dt < S, ( |/(/) I dt 


<T G 


* 


取固定的 x ， 幷假定 r > | r | + 1 ，則对所有的 c /， 



—T * 


sin U(^x — ?) 


00 客 


f (0 dt 


< s 


■00 


T 


— „ u _ f (0 dt 


x 一 t 


< e 




固定 T ， 由 Riemann-Lebesque 定理可知，当 Z 7 oo 时，积分 




sin U — i ) 


f CO dt 


T 


X 


■T 




sin U(x 一 
x 一 t 


f (0 dt 


都 — 0,所以 



oo 


du 


cos u(^x 一 


00 


1 [^ 6 

•~i ■ ■ 

7t J 


sin U(^x — i ) 


x — t 


f(j) dt + o (l) 


1 f 5 sin. 
7Z JO t 


Ut 


fi^x + Z) + fi^x 一 i)\dt + o (1〉. 
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如此，把我們的問題一变而为 前所討 論过的 Dirichlet 积分相仿的問題了，卽如果假定 


存在以及在 


1/(01^ 
J — 

^ 附近 /o) 是两递增函数之差，則 


丄「 

U-^oo JT JO 


dwj cosu{x — — — {f(x + 0) + f{x — 0)} # 


§ 15. Fourier 变換 

如果 /CO 是 偶函数 ，則 Foureir 积分公式 (14.4 ) 变为 


f 00 


2 (V 

ri-l—w ■ 

7Z JO 


du l (cos xu costu 4 - sin xu sin tu)f (0 dt 


cos xu du \ cos tu f ( f) dt ， 

0 Jo 


这称为 Fourier 余弦 公式 . 又如果是奇厨数，則得 Fourier 正弦公式 


/ C 0 




2 f 00 

—1 si 

7C JO 


sin xu du j sin tu f (j、dt • 


如果我們命 






M 


cos xt f (0 dt , 


則由 （ 1 ) 得出 


fO ) 


B： 


cosxt g (j) dt 


( 1 ) 


( 2 ) 


卽 fO) 与 gOO 处于互逆的 关系 . 如此所关联着的一对函数，彼此称为 Fourier 佘弦变換 . 
当然这是仅就形式言之，严格些說，在我們常遇到的条件下 3 必須修改 /0O 的数値为 

~ ( K r + 0) 十 — 0)). 


同样 


h { x ) 




CO 


0 


sin xt f (0 dty f (a:) 




sin xt h (J) dt 


被称为 Fourier 正弦 变換 . 注意，这也須修改 f{x) 的数値为丄 + 0) + /(«~0)) # 
在文 = o 时，更必須注意，我們是假定了 /O) 是奇函数才获得这公式的，所以 /(0 )的数 


値是 0. 


例 1 ,函数 


/ C 0 




1，当 o < r < 1 时， 
0，当％；> 1时 




| 叶 _|1 IH'JlIt 1 - •WH'I-H I 
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的 Fourier 余弦变換是 


2 


foo foa 

\ COS UX du\ f (Z) COS Uf df 

Jo Jo 


2 


00 


cos ux dtt i cos ut dt 


0 



00 


4 


cos ux sm 


du 


，当 0 < AT < 1 时， 


JL ^4 

2 

0，当 


尤 =1 时， 

x> IBf. 


例 2. 取 


fM 




， J 3〉0. 


它的 Fourier 正弦变換等于 


J ^- J si 

\ 7T Jo 


sin ut dt 



+ iB 2 ， 


所以 



2 


r ■ I I ■ 


+ & 


- sm ux du 




， e 一 

i 

0 




当 0, 
当 = 0_ 


同样可証 


例 3. 函数 






是它們自己的 Fourier 佘弦变換，而函'数 


xe 




— ! 


x 


V 2n 


是玄們自己的 Fourier 正弦变換. 


§16. Poisson 公式 


假定 / W 是一个在（0, OO ) 中定义了的函数，它連續而且当 


00时单調递減趋近 


于0,幷假定 


f (X) dx 


0 


存在，命 a > 0, Ctj 3 = 2? r ， 且 总 00是 fOO 的 Fourier 余弦变換，則得 

V ~^ {丄/⑻ + 2 /(»«)} = a / 戶 {+ 公⑻ + 2 S ^ n P ) i . 

^ 2 f»=i J ^ 2 * 


⑴ 


这公式称为 Poisson 公式. 


証.由 gM 



2 


f ( f ) cos tx dt 可得 
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2 


& 「 / w 

7t Jo 



oo 

f (z) cosm 


o 


cos m JB/J dt 


丄 f 

兀 0 Jo VjS/ \2 



n 


cos mx )dx (換变数玢 




/ a _ f 00 

n Jo 


v sin l n -i- — t x 

2 


dx 





a 




sm i n 

x \ \ 2 


x 


7t \ JO 




dx 


2 sin —— x 
2 


~ COm^l) 


sm l n 

x \ \ 2 



啦 n 如、沐 2 sin — 尤 

2 


dx 


r« 


用第二中値公式到积 分上， 則得 


* 


a 


m 


I (2m+l) 
(2 m —[) 


sin I n 

x \ \ 2 


x 


i 3 


dx 


2s f 


由于 


# 


f 


Sm V " 2 






dx. 


(2 m —1) 


2 sin —— x 
2 



sin i n 

\ 2 


X 


(— 1 ) 


2 sin —— x 
2 


x 一 2m7t 


dx 






(2， w —1): 


m 


2 sin 


( — 1 ) 

x x ■— 2mrc 


dx — 0(1) 


及 


m 


r 


sin I n 


2 



dx 


(2m—1)* X _ 2m7t 


(f—+ 士） 


C ( in G + 含) y 

)-.— ; —办 


sm z 




dz 


z 


0(1)， 


这儿用了 办是收斂的，因而得出 
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0 Z 


从而 


a 


Qlm — 1 ) 




oo 




o 



C ,2 m — 







(2m+n 

(2m 一 1 ): 
~ 0~ 


f (^ i ) dt 


/l i)) 




o ( i ). 


換言之，公式 (2) 是一^个对》—^致收敵的級数 • 命72 - ^⑺，幷且每一^項如此取极限，由 


嘶 


Ki ) 


sin i n 


x 


2 sin —— x 
2 


dx = — K 。）， 
2 


* 


i r(2ra+i)* 

lim — l 

n->oo 7t J 



sin I n 


x 


ii - dx ^ f l2m7t 




2 sin y " 


iB 


f(ma) 9 


得出最后結論 


v ^|~- ^( o ) + 2 si n P ) } ^ |~/(°) + 2 ’ (⑽) 


例 1. 取 


f < y > 




1 + A ： 


2 


，則 


oo 


e 


i at 


2 


2 ，E 


x 2 + 4 n 2 7 r 2 # 


例 2. 証明： 若0,則 

oo 

s 


e 





丌 


oo 


X 


2 


e 


寘 Vjt * 




JC 3 ^ 

在 Poisson 公式中取 /(^) ~ e 2 ，則 g (. x ^ ~ € 2 . 又取芦 =x ， a 


(3) 



x 


& 刖得 



2 



cc 


2 


S 


e 





.3 


々{ 丄 

a : 12 


V 

4C^J 


e 


x » 


* 


故得公式 (3), 


17. Fourier 变換的复数形式 


面数 


OC 


FM 




V 2 tt 


f it ) e itx dt 


称为 /0*0 的 Fourier 变換，由此得出 


Fix ) 


V 2^ 



°°/(/) e itx dt 
o 


l D 


jit ) e itx dt 


2n 


oo 


0 


(/(#) 〆 &+/( — 


CD 
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0 


{[fCO + /( — Oleosa + ~ o ] sin ex } 


命 


G { x ) 


2 f°°KO + K — t ) 


n Jo 


2 


COStX dt 


及 


H { x ) 


i 必 H sm txdt 9 


显然可見 — x ) = G ( r ) ? H { 一 x ) 

fiO + K — 才 ) 

2 




2 


HO ). 用反轉公式可知 


B： 


G ( x ) cosxt dx m 


由于 GO ) 是偶函数，所以 


00 f 00 

G(^f) cos xt dx — 2 \ G (x) cos xt dx 

■oo j 0 


及 


oo 


G (^ x ) sin xt dx = 0 # 


因此得到 


( 2 ) 


⑶ 


(4) 


/( r ) + /( — i ) — /— j G ( x ") (^cosxe 一 i sin xi)dx = - [ G ( a :) e ^ xt dx % 


⑸ 


又由于 HOO 是奇函数，所以 


oo 


H (；0 cos xt dx = 0, 


co 


H (^f) sin xt dx ^ 2 \ H (x) sin xt dx m 

o 


因而由反轉公式得出 


f W 一 K 一，） 


(5)，（6) 相加得 


2 


oo 




7 t 


( 一 /// ) sin xt dx 




M 


HCx)e^ ixt dx 




( 6 ) 


fW 


■oo 


2 tt 


(GO) + Hix))e^ ixf dx m 


由（2)，（3)，（4)卽得(1)的反轉公式 


00 


2 iz 


F{x^e^ ixt dx m 


⑺ 


也可以由 （ 7 ) 推出 （1) 来，讀者試举出在怎样的条件下，反轉公式 (7) 能够成文 


§ 18•其他变換 

， 

在常用的变換中，我們介紹以下的两神，而不給出这些公武成立的条件， 


命 


oo 


洽 ( r ) =丨 e^ sx dx 

o 
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这称为面数 /(*) 的 Laplace 变換.把变数/写成为^ -h it . 則得 


OD 


<t>K,CF ti) = \ f{jc)c 

0 


•itx 


dx 




当固定 《 为变数，則 


是函数 


的 Fourier 变換 


由反轉公式得 


卽得 


所以 


<i>{ + tV) 




cx 


当 f ：> 0 
当 r < 0 


洽 Or + /z) 


，» 


V 2 tc 


FQc)e~ itx dx 9 


FOO 


oo 


^\J 2n 


<f>{(7 + ii)e itx dt 


FO)〆 


^ yZTt 


r c^jco 

\ 办 (/)# 心 . 

J c—it» 


7,711 


\ 4>(s)e sx ds 


V 


/ O ) 当 JT >0, 

0 当欠 C 0 


(当 ； r = 0 时，这积分的数値等于丄/(0))，这公式称为 Laplace 的反轉公式. 

2 

又我們有 MeJiin 変換 

^00 


卽 


5(5) = \ dx 9 

0 


oo 


£f(y) — \ dx m 

o 


換变数 y = 則得 




DO 




f{e y )e^e ity dy ， 


卽 5(/) 是函数 V^Tt f l〆 ） 〆 ， 的 Fourier 变換，因此 


卽得 


卽得 


00 


= 27tf{e y )e a \ 


丄 P dt = /(^). 

2 jt 


2 m 


ds = /C^) # 


这称力 Mellin 变換的反轉公式 




第二十章常徽分方程組 


§1. 化任意的微分方程組为一阶微分方程組 


假定有方程組 

^ ( x ； yiy 

\ dx 


广 n 


dx 


m 


dx 


d m ^y 


dx m n 


~ J =!s= 0 ^ i 


=S3 


1，2, 


• * « 


y 


n ( 1 ) 


我們可以如下引进新变数 y # (及 命妁- = yS 0) ); 

dy ^ _ 




dx 


k == 0，1， 2, 


叫一 2; * = 1,2, 


n 


( 2 ) 


因而得出新的方程組： （2) 与 




* * • 


dx 


; yi 0 ) ， yi 1 〉 




dy ^ 


(m n —1) 


dx 


)= 0 , 


*•==1,2, •*•，》. (3) 
如果方程組 (1) 有解，則能从 y / O ) 得出 y / O ) 的微商来,使它們适合于 (2) 与 (3) .反 
之，如果有一組函数 yP 适合于 (2) 与（3)，亦易証函数 y ! 0) (* = 1，2, •••，》) —定适合于 
(1)，也就是在方程組 （2) 中的々按次取0, 1， 2, …， 一 2,卽得出 

Vt dx ^ * 

因此方程祖 (1) 与方程組( 2 )，（ 3 )是等价的. 


对 


dy \ 


Cm,—1) 


dyT - 


(；m —1> 


dx 




dx 


来說， （ 3 ) 是 a 个方程 《 个未知数的方 程組. 我們假定它們 a 經解出，卽 




dx 


9 ii x f Vx \ 


* * 


yi 


(扣广 i )* 






9 


1，2, 


n 


連同 （2) 式在內得出一方程組，它是方程組 


dyj 

dx 


< Pi ( x;y 


iy 


• * • 


， yw )， 1 ^ / ^ A7 


(4) 

(5) 


的特例.今后我們仅討論形如 （5) 的方程組. 

在处理方程組 (5) 时，最好有些矩陣論的知識作为工具，我們現在假定 已經知 道了以 
下的最簡单的結果. 


定义 1. 假定 


Ul 


^lC 7 * • * ，， 


( 6 ) 
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U m ^ (尤1，••*，太》) 






是 》 个变数的 W 个連續函数，而且有一阶連纘偏微商.如果有一非零函数 


F ( ui y … - ， u m ) 

存在，当 （6) 代人此函数时，得出一个对巧，•••，％恆等于0的式子，則这 m 个函数称为 
■- 

函 数相关 ，不然，則称为函数 无关. 

主要的結果是 

定理 1. 命 m 二 《， （6) 所定义的函数是函数相关的必要且充分条件是函数行列式 
(或 Jacobian ) 


du \ dui 

dxi dx n 

I v * 

du n du n 

■ ■ ■— I ■ • • • 

I 5^1 ' ’ d^n 


如果在某一点函数行列式之値孕 0 ，則由 

Vi ^ t4i^X U . • • ，太 a )， 1 < i < « 


可以解得在該点附近有 


^7 = A .( yi ， …， y ”）， 1 ^ 

現在的討論，实貭上是限定在某一給定区域內的.引用这个結果不难找出 （3) 可以解 
成为 （4) 的条件. 


§2. 常微分方程組 


在§ 13. 27中已证明了以下的结果, 


«个未知函数的《个一阶方程所組成的微分方程組 


在給了初始条件 


dyi 

dx 


~ h( x iyij 



dyn 

dx 


= fn ( x ； y L ^ 




之后，有一个解而且仅看一个解 y ;= 叫00滿足 

^ ⑴ /( 欠 0) = )4。)， 1 < / < 


⑴ 


( 2 ) 


当然，对 h ，…， A 在 x = r Q ， yi = #， •…， h = yP 的近旁需作些假定.为了方便 
起見，我们用比 §13.27 更强些的 条件： 假定 /,■ 在这点近旁是連續的，而且对 
以1 < ; < «) 有連續偏微商，这样所得出的結論也是关于在点 A 的近旁的. 

我們改变初始条件中 yP 的値，則方程組 (!•） 的一般解含有》个任意常数.这些常数 
当然可以作为初始値 yf 在解中出現，但也可以以更一般的形式 

y / =也0, （《)，¥ = 1，2，。-，” (3) 


1 
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出現. 


給了 ci ，• • •， G 的特定値及則得出 一組力 的初始値.反之，对任何初始値 yf D> ， 
我們也希望由 （3) 能解出 q ， - ••，<:„ 的数値来,也就是希望从 

y}°) = ( pi ( x 0 , c n ) 9 i = 1, 2, …， n (3'〉 

中可以解出 Q ""， 因此我們要求和对变数 (: U •••，!：„ 而言是函数无关的.带有这 
样常数 h “•， G 的解是一般解，例如 


yi = ( + c z )x + c 3? V2 = c^x 2 ^ y 3 = 尤 2 + € Z X + Cl -b c 2 

幷不是一 般解， 因为命实貭上只有两个任意常数. 

从 （3') 解出 

Ci = 平 i ( x ， yi ， …， y rt )， （/’ = 1，…，”） （4) 

这就得方程組的一般解的另一形式. 

(4) 中的任意一个叫做方程組 (1) 的一个积分.于是，要作成 （1) 的一般积分，就需要 
有 n 个这样的积分，幷且它們对 yi ，• • •，乂 的函数行列式不为零.这样我們便可由 （4) 
解出 yi，* • • ， y« 来. 

方程組 (1) 可以写成为下面的連比形式： 


dx = -^-=…=_ Ain _ • 

fi( 欠， yi ， • • • ， yn) fh ， yi，_ • • ， y n ) * 

f 

如果用 A，&，*••， 心 +1 来代替 a :，yi ,---, 我們不难得出完全对称的形式 

d %\ dx 2 dx n dx „-^\ 

■■ ■ a • • ■■ ■ ^_. 

■ " ■— ■■■■■■ ■■ ■ 1 

X】 X 2 X n x 


(5) 


( 6 ) 


这里 X l5 •••， 都是々，巧， "_， 〜，、 +1 的函数.在新記号下，方程組的积分也变成 


< Piix Xi …， X „ + i ) = c i9 

*•= 1, 2,…，； ?• 

⑺ 

假定方程組 (6) 有々个积分 



屮乂心，*…，％ +1 ) = Q， 

*_ = 1, 2，…，々 • 

(8) 


有时我們說方程組的积分不是指等式（8)，而是指其左边的函数听(巧，•••，％ +1 )，也就是 
說，如果把方程組的任何解代人函数9(々，•••，％ +1 )中，它变为常数 ，这样 的函数9就称 
为方程組的一个积分，这里当然假定 cpU， …，〜 +1 )本身不是常数. 

一个非常重要的性 貭是: 方程組 （1) 的若干积分的函数仍然是方程組 (1) 的积分，也就 
是，如果 F(<p ls …， ？>々）是 <Pi，• • ♦， cp* 的函数，則对变数々，•*•， 、+1 来說，面数 F(9 i , 
-••，也是方程組 (1) 的积分.原因很簡单，把方程組 U) 的値代入，旣然仍，•••，<?々 
都是常数，当然 F(<p ls (pO 也是常数了. 

也可以直接 証明： 由于 （8) 是积分，所以 


卽 
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由此 


+ t 


/ ft 




QXj j = 1 乂 /=1 W<P/ OXf r 


卽得 


F = C 


■ 


假定 (6) 有 〃 个积分 (7) ， 而从心 


A + l 这 


1 个变数中可以解出《个来，这样 


解出后 ，一 个变数为自变数，其他的是这个自变数的函# c , 也就是从方程組(1)的》个函数 
无关的积分 (7) 可以給出方程蛆 (1) 的一般积分， 

例 1. 


(9) 



dx dy 



xz yz 

一 （: t 2 + y 2 ) 

由 

dy 

■ ■ ■ ， 

dx 

f 

yz 

XZ 

得 

y = 


又在 

dx 

d 之 


一 

U 2 + y 2 ) 

中代入 y W ， 卽得 

(1 + cX)xdx 

+ zdz = 0 # 

因而 




(1 + <T 1 ) X 2 -h 2 f 3 — C 2 y 

也就是 






x 2 + v 2 + S ： 2 = c 2m 


从而两个积分是 


y 


CiXy x 2 y 2 - z 2 


c 2. 


do) 


不难証明，函数 


y 


j 


v = x 2 y 2 -\r z 2 是面数无关的，卽 o 

d ( x , y ) 




第一个方程代表通过 sr 軸的平面族，而第二个方程代表球心在原点的球面族.这方 


程組的一般积分是 


F 


y 


X 


j x 2 y 2 z 2 


0 , 


这里 F = FU , 〃） 是两个变 量…" 的任意函数. 


習題 1. 通过直綫^ = 0, y = 0外的一点，方程組 (9) 一 定有唯一解.通过此直綫 


上的一点的解的情況如何? 
習題 2. 解出 


dx 

X 


dy — dz 


y 


z 
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此处 


X ~ ax by ^ cz + d 3 
Y = ax + b* y + c z d\ 

Z = a n x + b ，r y + c ，0 z + df § % 


建議：引进变数/，考虑 


dt Idx H~ mdy + ndz 
*^**^"* _ . •• _ _ __ _ _ 

U IX + mY + nZ 



求 / ， w ， 》，又使 

IX + mY + n7, = k(^lx + my + nz} + r # 

根据 A 的三値解方程組. 

習題 3. 解方程組 


r dX 


dt 

dy 

dt 


+ T(ax + by") — T\ 


+ T{ax + b^y) - T 2 , 


此处 7\ r t ， 是/ 的函数, 
f 題 4. 解方程組 


(i) 


(ii) 


( iii ) 


, 


dx 
dt 

dy 
dt 

r it 


2 


(x — y) = 1 ， 


7 (^ + 5 y ) 




mt 


nt 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

~dt 


a X 




mn(y 一 


1(Z — X)y 




Imlx — y). 


此处 r = {x, y y =)， v = -^-,a = O , 々， c\ 

dt 


§3 - 質点的运动方程 


用 ，代表 时間 ， r = ( x ， y ， 幻代表 一貭点在空間的位置 A w 代表它的貭量. 
r 是/ 的矢量函数，速度矢量是 


Y = 



dt 



加速度矢量是 
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Jv ( d 2 x d 2 y 

l 1 ■ ■ 二 ■ _ > 二 , I — ~ ^ 

dt \dt 2 5 dt 2 





⑴ 


⑵ 





Newton 的基本定律 是：貭 量乘加速度等于力，用方程表出为 

切 a = F ， F = ( X ， Y ， Z )， (3) 

这里 F 是力，也就是如果在空間每一点有一力 F « FU , 心 W 作用于迖 R 点，則这眞点 
在空間的运动方程是 （3). 

分成分量写出得 



(30 


命 i ^ …則得六个方程所形成的微分方程組: 

dt at dt 



(4) 


因此給了在£ = 时 ' m «， cs 奴的値，就可以唯一地解出 （4) 来，也就是如果在 
t 时 3 給了 

r -= ( x ^ y , 5 r ) ? v = (« 5 w ) 

的数値，則可以得出方程 (30 的解来，也就是知道了初始位置 r -= n 及初始速度 v -= v 。, 
我們就知道貭点的运动規律了. 


最簡单的例子是自由落体，卽仅仅由于地心吸力把一物体向“下”拉.取 y 軸的負方 


向为迖方向，則力的三支量是 


x = 0, y 


犮， z=o. 


卽得 


d 2 x 

tti -- 

dt 2 

如果在^ = 

初始条件 
r 0 : 

因而解得 


0 



稍复杂的例子是无空气阻力的弹遣:从高度 A 发射，仰角为化初速为 v 。. 仍取 y 軸 


为垂直方向.在 y 軸与初速矢量所决定的平面上，取定 r 軸, 
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如果測得初始位置 A = (0, A ，0) 及初速为 


Vo (" O cosa ，uq sin a , 0 )， 


不难求出方程蛆 C 5) 的解答是 




(p 0 cosa)J ， 


gt z 4- C" 0 sincOf + 厶， 


一般餅来，解方程蛆 (3) 常借助于以下一些考虑 
1) 求〔3)式与矢量 v 的內积，得 

m * v = F * v, 

dt 


卽得 


dt\2 / dt 


卽 


dr . 


( 6 ) 


此处 


v • v 


dx 

dt 


2 




(6) 式就是力学上的动能 定理： “动能丄的增加等于沿貭点軌道移动介，力 F 所做 

2 

的功 

如果力 F 是某一个依賴于心 y ， =的函数 C 7 的偏微商 3 这个函数 I ；称为这个力的位势 


函数 ，而一 U 称为这一点的位能 ， 卽 


dU 

dx 


dU 
dy 3 


dU 


由 （6) 可知 


U = c . 


⑺ 


卽在运动的整个过程中，动能与位能之和恆为常数. 


2) 求 (3) 与矢量 r 的矢量积，得 


dv 

dt 


F x r. 


卽得 


dt 


mv X r) — F x r. 


ro vxr 称为动量矩.动量矩的变化等于力矩. 

如果力的方向总是指向一定点，取这点为原点，得 


⑻ 
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由 (8) 得 


由此立刻看出 
卽軌迹在一平面上. 






=^25 




CiX + C2V + — 0, 


§七人造卫星的軌道方程 


从地球表面上一点 P 依水平角 A 速度〃。射出一个貭量为 m 的物体（体积比起地球 
来相对地很小，不妨看作一个貭点），求这物体的运动軌遣. 

这是上节結果的一个具体的例子，我們把它耕得較詳尽些，而且計算到底. 

以通过发射点和地心 o 的直綫作为 y 軸，这軸和投射 
方向所成的平面作为 0， y ) 平面.在这平面上通过 O 点的 
垂直于 y 軸的垂綫作为^軸，取其正向使发射方向在第一 


象限內. 


用 f 表示时間，取发射时刻为 


0,物#;运动的坐标 


用0, 3/) 表示.由万有引力定律知道有一力 


mM 


y 


把物体拉向球心，其二支量是 


fmM 


fmM 


+ Vx 2 + y 2 / + / V ? 


⑴ 



y 


2 


这里 


M 


5.98 X 10 27 克 


是地球貭量，而引力常数 


图 118 


⑴ 


/ = 6.685 X 10- 23 [公里] V [克][秒] 2 
(福里斯、季莫列娃著普通物理学，114頁). 

因此得出物体的运动 方程： 

f —— f： mMx , 

dt 2 {x 2 4 - y 2 ) 3/2 

d 2 y ftnMy 

1 = - U 2 4 - y 2 Y li 

这就是人造 卫 星的运动方程.現在解方程 (4), 


由 (4) 可知 



(3) 


(4) 


(5) 
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及 


i 

dt 


^Y + ( 

' dy VI 

— 2 

f dx d 2 x 

dt) ' 



\di dt 2 

2fM I 

w 



+ y 2 y /2 ' 

、 dt 

十 y 

dt J 




dt dt 
fM 


(x 2 + y 2 ) 3/2 


d(x 2 + v 2 ) 
dt 


积分 (5),(6)， 立刻得出 


x 


dt 


y 


dx 

dt 


ci 


及 


dx 

dt 


2 


dy 

dt 


2fM 


{x z + y 2 ) 


1/2 


Cl . 


換为极坐标: 


代入 (7)，（8) 得 


x = r cos0 5 y = r sin 0 冬等 

dx = dr * cosO —— r sin d * d0 ， 
dy = dr * sin ❹ + rcosd * dO, 


及 



消去^■得 

dt 



在幵始发射时，距离是与时俱增的，所以 

dr 
dt 

与 (9) 联立，消 去心得 



dr 

Id 



換变数 r =丄，則 

u 


_ du _ 1 

u 2 dd u 2 Ci 


V^2 + 2/Mi 



卽 


解得 



_ — c\du _ 

+ 2fMu — CiU 2 


— du 




( 6 ) 


(7) 


(B) 


(9) 


( 10 ) 
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也就是 


注意，当 


时， ni ) 式无意义. 
命 


U 


fM 


r 


2 




2 


1/2 


cos(0 — cy 


£2 

2 


fM 


2 


2 


< 0 


l 


p 


fM 


(参数）， 


得出軌道方程 


2 


e 


+ 


(/ M ) 


2 


(离心率）， 


P 


+ e cos (0 — c ) 


这里有三个常数 q ， Q ， q 可由开始发射时的情況决 定：当 t 


地面，卽 


x ~ 0 y y = /?(地球半径）， 


也就是0 


7 C 


2 


R . 再由初速得 


dx 

dt 


由 （7) 及 (8) 給出 q ， 的 数値: 


v 0 cosa 


dy 

dt 


番 


£/ 0 sin a . 


C\ = — R(/ O cosaj 


c 2 = 


2/M 


再由 （15) 得出 


R 


P 


P 


e cos 


7 C 


2 


1 


c 


e sin c 


解答 


■ 


上 


1 


sm c 


e 


由 （14)，（16) 得 


一 1 川 — 鹗叫歲 




( 1_ 


Rt/lcos 

~fM 


2J\2 



R 2 v ^ zos 2 a * sin 2 a 

"""" ifM ) 2 ~ 


1 


P\ z , p 2 


R 






因此 (17) 中的 < 是^定存在的. 


(in 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 

== 0 时，假定发射点是 

■ 

t 

(16) 

(17> 

E 

(18) 
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§5. 軌道討論——第一、第二宇宙速度 


再进一步硏究軌道 (4.15) 的性貭.特別应当注意的是，0及，1这两个数氣 
首先，当<?== 0时，由 （4.18) 可以看到 

P 

— = 1 ， tg a = 0, 

R 

卽可以得出 a = 0, p = /?. 由 （4.16) 第一式及 (4.13) 得 

泛卜 逆. ⑴ 

把地球半径尺及貭量 M 的数値代入，卽得 

6.685 X 10^ X 5.98 X 10^ [公里 /秒 ]2 。 62 . 76 [公里 /秒 

6370 

所以 

叫= 7.9 公里/秒. 

兹是第一宇宙速度. 

再当 e = 1时，可以算出 

v \ = 11M. ( 2 ) 

R 

所求出的外是第一宇宙速度的 v ^" 倍，卽得 

外= 11*2 公里/秒. 


这是第二宇宙速度. 

当 e < 1 时， 卽始速小于第二宇宙速度时，勒道 (4.15) 是一椭 fl . 这是一个經过 P 点的 
椭圓，在 P 点的切綫斜率是 tgcc . 如果軌道上有一点与地球中心的距离小于尺，則物体便 


落在地球上而不能完成椭圓軌道，也就是函数 

P 

广 ! . - ■ ■■■■ 

1 + e cos (0 — c) 


的最小数应当是及（因为开始时是 r = 10. 易見这一函数的最小値等于7^-，因此 

1 Hr 




—1 




由 （4.18) 可知，这仅当 a = 0,換言之，仅当沿地平方向发射才有可能. 
另一方面，又由可知沢，卽 


卽 


“ 7 ^ 苷， 

d ) 12 (第一宇宙速 度). 


这就說明了，当初速度在第一、第二宇宙速度之間，沿地平方向发射，我們才可以获得椭圆 
軌遣 • 
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在实际进行的时候，我們幷不用在地面上沿水平方向发射的方法，而是用先垂直向上 
然后傾钭进入軌道的方法，其原因是空气阻力大，不但要消耗大量能量，而且时間长了还 
可能使火箭因摩擦生热而烧毁.所以需要尽快地离开大气层.而垂直向上飞行时，在大 
气层中停留的时間最短.不但这样，发射方向卽使稍許偏离了水平方向，也不致于卫星落 
地.当然，速度可能比第一宇宙速度要稍許大一些. 

習題 1. 在离地200公里处依水面方向前进的物体，需要怎样的速度才能不落回地 


面？才能形成圓形軌道(卽 


€ 


0)? 若把形成圓形軌道的速度命之为依此 ㊇ 但角度 


偏离水平，在怎样的限度內，才不致于落回地球? 

P 


前巳耕过軌道的最低点为及 

再硏究速度〃，由 (4.8) 得 

2 2 fM 


，而最高点与球心的距离是 


P 




2/M 


(r > R \ 


1 — 




由此可見，速度是不均勻的，因为由 


m ^ _ 2fM 

° R 




P 


1 


可知 


vl ~ ^ 

P 


由于 




— 4/Mi 


P 


v \ — 4 /M ( -- 

R P 


4 f 2 M 2 

~~R 2 vl 


4 /M 


2 fM 


2 




因此 


2 fM 

Rt/Q 


"0 


^ V ^ 




这再次說明了，初速度应当在第一、第二宇宙速度之間，同时也說明了最低点速度最 

快，最高点最慢.軌道上每一点的速度不比初速快. 

如果〜 大于第二宇宙速度，卽€ > 1，軌道方程是一股双曲綫 


假定#] 



_ P _ 

1 + e cos {6 — c ) 


我們現在証明，随时間增大， r 永远增大，而且趋向于 00. 

在幵始发射时， r 显然是一个时間的增函数.如果它幷不是永远增加的，則一定有一 
个値使，极大，卽使1 + ecos{0- c) 极小. 这是一个連續面数，极小値是1 一 < 0 . 
这是不可能的,所以这一物体一定沿軌道离地愈来愈远.但幷不是眞的飞向无穷，因为邱 
时虽然地球不能自主 ，但太 阳的引力可能使它不能远离. 

这物体的速度平方 
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也 就是速 度永远大于、 / d — M， 幷且愈远愈接近 于这个 速度, 

V R 

2 * 讀者自己討論以下两种 情況： 

(0 恰好是第二宇宙速度时， 

(H) 垂直发射时，卽 a = 1■时. 

2 


3. 以上的硏究，不仅对地球为然，槪括起来，可以有以下的 結論： 

一个貭量为 M 克的天体 5 在离中心及公里处发射一物体，对这个天体来說，第一宇宙 

速度等于《^^，第二宇宙速度等于 


例如，月球半径是1750公里，貭量是 7.25 X 10 25 克，因此月球上造成丑星的速度是 

* 


6.685 X 10一 23 X 7,25 X 10 25 \^ 

1750 


1 , 66 , 


冲出月球引力的速度等于X 1.66 = 2.34. 

讀者試根据以 下数据 算出各行星上的第一、第二宇宙 速度: 



貭量(以地球为单位） 

直径(以地球为单位） 

水 


星 

0.07 

0.37 

金 


星 

0.81 

0.97 

地 


球 

1-00 

1.00 

火 


星 

0.11 

0.52 

木 


星 

318 

10*97 

土 


星 

95 

9.4 

天 

王 

星 

15 

3,8 

海 

王 

星 

17 

3.4 

冥 

王 

星 

0 , 03 ? 

争 

0.46 




§6. 第三宇宙速度 


数据： 

太阳 貭量： 1.983 X 10 33 克， 

太阳和地球的 E 离： 1.495 X 10* 公里， 
地球繞太阳旋轉的 速度： 29.76 公里/秒, 


第 一步， 在离太阳 1.495 X 10 8 公里处发射物体，怎样的速度可以逃出太阳引力.由 


§5 可知， 速度的平方应当大于或等于 


2/ X太阳 



1.495 X 10 1 


2 X 6*685 X 10一 23 X 1,983 X 10 33 

1.495 X 10 8 


,773.43 = (42,11)*. 


第二步.地球繞太阳的速度是 29 * 76 ,所以如果地球上发射时的速率恆超过 42*11 — 
29.76 - 12.35 公里/秒，就可以达到目的. 
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第三步 ，命 〃。是从地球上发射的始速，則由 0 知，这物体的速度 



+ vi — >4 — ^-〜5 - 125.5. 

R H 


如果外取得使 


v \ — 125.5 ^ (12,35) 2 , 


卽 


v \ > 278.1 = (16.7)% 


卽得所求.如果取 

A >16.7 公里/秒， 

就保証了脫离太阳的引力而一去不复返了.这就是第三宇宙速度. 

这就是說，当我們在地球上順着地球前进的方向发射（例如，在下弦的时候向月球方 
向射去），如果初速是 16.7 公里/秒，則在出地球引力范围的时候，它对地球的速度将大于 
12.3 公里/秒，加之地球前进的逮度 29.8 公里/秒，所以对太阳来說，这物体获得了 42.1 公 
里/秒的速度.因而可能逸出太阳系. 

必須注意，如果不依照着地球軌道方向发射，情況就完全不同了. 

这也同时說明了苏联发射宇宙火箭为什么取順着地球前进方向发射的遺理，也說明 


了为什么戚了“外”行星，而不是“內”行星. 

習題.讀者試根据下列数据算出行星上的第三宇宙速度，水，金，火，木，土，天王， 
海王，冥王諸屋与太阳的距离各为58,108,228,780,1430,2880,4500,5900百万公里， 它 
們繞太阳的平均速度是 47.83,34.99,24.11,13.05,9.64,636,5.43,4.73 公里/秒. 


§7. 質点組——多体問題 


在空間取定一个坐标系 ，有” 个貭点 ，它 們的坐标是 

n =(尤1， yi ， 之1)， 


⑴ 


T n 






乂 


«个貭点間有內力，卽其中任意二貭点間的互相作用的力.例如，第一質点对第二貭点的 
作用力 Jn 与第二貭点对第一貭点的作用力 J 12 数値相等，但方向相反，加之第 i 貭点所 
受的外力以 F , 来代表，如此得出运动方程組 


nt\ 


mi 


dVj 

dvi 

dt 


F t + Jn + Jn + 


# » « 


+ 




Ja + F 2 + J?3 + 


* 畚 « 




* 






dt 


J/ji + + 


» * * 


+ — 1 I F”* 


( 2 ) 


/ 


最有名的例子是天体力学上的〃体問題.假定 有”个 天体，貭量各为叫 
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幷不添加外力，求出仅靠万有引力而得出的軌遣，卽 F , = 0及 

f _ s m i fn i ( x i ~ x i y* — Vi 

一 / \ ， ? }， 

Pa v Pa Pa Pa 7 

这里/ ^ = |iV — r ,| 2 , 卽第/个天体与第 > 个天体的距离， / 是引力常数，方程組 


( 3 ) 


dXj 

dt 


= v (5 



l^i^n J 


称为 《 体天体方程，共有6»个一次方程，求解6«个以 < 为变数的函数々， y ,_, 


(4) 

dXj 

IT’ 




dt 


dzj 

dt 


« = 2 时，基本上就是我們以上几节所討論过的 問題； 3就是历史上沒有解决的 
有名的三体問題；3更不必說了. 

但我們还是可以給出以下10个 积分： 、 

1) 重心积分. 

将( 4 )总加起来，得 


积分得 



(5) 


n 

2 m i x i =进 + b , ( 6 ) 

i = 1 


分成支量写一共是 3 个方程 .（6) 說明了这〃个眞点的重心依等速运动，共有6个常数 
a ， b ， 因此可以作为6个积分. 


2) 扫面积积分. 

求方程 (4) 与 t 的矢量积，得 


dv . 


dt 


x r ，= 一 ， 2 ( 广 一 * v) x r . 






: Pi 


S ^ Xr f , 

i^ri Pit 


由于 



X r , = X r ,) 


dt 


dt 


所以 


d 


n 


^ 2 . Kv , X r ,) = 0 ? 


卽得 


n 


2 w/(v/ x r,0 = a m 

£ = J 

讀者試自己回答何謂扫面积积分. 
3) 能量积分. 


( 7 > 
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图 119 




命 


( 8 ) 




TZi Pa 


則 


dU 

dx ^ 


d 


mxtn K + /2 m^mj 

dx K \ f< k pik k<i Pkf 


/S 

t ^rk Pki 


因此 (4) 式可以改写成为 


dVj 

dt 


dU dU 

dx/ dy 


r dU\ . 

?~ d7J J 


1， 2 


« 


求此式与矢量 A 的內积，得 


dVj 

~dt 


V, 


dU dxi , dU dyi x dU 
dxi dt dyi dt dzi dt 


求和得 


n 


2 


2 ntidiVi - V/) 




S (£〜+ 普 如 


dU 


dz , 


dU 




因此积分得 


T 




这里 A 是常数， 一 £/ 是位能，而 


T 


—>: m f V / # V / 

2 fri 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


是动能. （10) 称为能量积分， 

我們已經找出了 10个已知积分，进一步的硏究厲于天体力学范围，我們不在这里討 
論了. 

習題.具体解出《 = 2的情況，幷且与§§ 3—4 的結果相比較 • 


§8 - Lagrange 綫性方程 


在§§ 8—11 中将討論一些一阶偏微分方程，这些偏微分方程的特点是它們的求解可 

归結为常微分方程組的求解問題. 

先从一个最簡单的情況出发，假定 

tp(« ，卩 ） = 0， ⑴ 

其中9是任意函数，而 《， P 是 AT ， y ， 2的函数.我們来消去这任意函数 < p . 对; C，y 求微 
商，得 


d<p 




dgp ( dp 
du \6y 




( 2 ) 


其中 p = 


0^ 

dx 



dz ^ 

a 7 3 


因此 



■ 
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整理一下得 


Pp + Qq = R 9 


或与之等价的形式 


P 


d 


P 


dx 

dv 

dx 


Q 


Qu 

dy 


R 


a 




o 


dv dv 


0. 


在求解偏微分方程 (3) 的时候，我們主要的困难是找出 ^ 来. 


我們現在考虑 


办， 


这里6是常数，微分則得 


du 

dv 


dx 


Qu 1 . On , 

dy n - dz 


dx 


dy 

dp 

dy 


dy 


dz 

dv 

dz 


0, 


dz — 


因此 


dx 


dv 


dlSL 


du du 


Qu Qu 


Qu Qu 

oy dz 


dz dx 


dx dy 

Qv Qv 


Qu Qv 


Qt/ Qv 

dy dz 


dz dx 


dx dy 


卽 


这个常微分方程組以 
为了求偏微分方程 


的解答，先写下常微分方程 


dx 

P 


dv 

p " 


dz 

"r 


5 


办为解答，因此得出解題法則. 


Pp + Qq = R 


dx 

P 


dv 

Q 


来，求出此常微分方程的两个函数无关的解答 


則偏微分方程 U ) 有一解 


ds 

R 




<p{ u^ v) = 0, 
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a// 


d 


0yf§0y 




Q 


』 g_s 


』如如 eg 


p 


知 1 y CSI y 


疏 




这里 < p 是任意函数. 


反过来看，如果偏微分方程有一解 


^ = /(文， y )， 


以此代入常微分方程的解答 （6) ，則得 


由此 


« = u{xj z ) = u[xj y , f{xj y )] = u ^{ x ^ y ) 
f = v{x^ y ? z) == t/[x, fix ， y)] = v\x^ y) 


u 


拿 






V 


本 




du * 

dx 


Qu 


氺 


dy 


du 

, du 

+ p , 

= 

Qv 

dx 

dz 

dx 

dx 

Qu 

J du 

d ， _ 

Qv 

dy 

dz 

dy 

dy 


P 


<! 


dv 

dz 

dv 

dz 


由此 “*， r /* 对 x，y 的 Jacobian 是 

, du^ du^ d ， 


dy 


dy dx 


du 

dx 


P 


du \ ( dv 


dz / V dy 




dv 

dz 


du 

dy 


du \ (^bv 


p 


du 

Qu 


Qu 

Qu 


du 

du 

dx 

dv 

dy 

du 

+ p 

dz 

dy 

q 

dx 

dz 

dz/ 

Qv 

dv 

Qv 

dx 

dy 


dz 

dy 


dx 

dz 




另一方面， （6) 是 （7) 的解，因此 

—du 
~ ^ 


也就是 


同法得 


因此 


du 


dx 


du 


dy 


dy 


d 


u 


d 艺 


dz — 


P ^ t ^ JLq 


dx 


dy 


du 


o . 




p 


dy 


Q 


Qv 

9^ 


R 




P 


Q 


R 


du du 


dy dz 
dv dv 


dy dz 


Qu du 


dz dx 

dv Qv 


dz dx 


du 

dx 


0u 

dy 


M ， 


dt / dv 


dx dy 


这里 M 是公比.代入 （8) 可知， 


J 


M 


(R — Pp — Qq \ 


由于 R — Pp — Qq = 0 ^ 因此 3 如果 M # 0,則可知 



也就是 一，， 是函数相关的，也就是有一函数使 

< y >( w % */*) = 0， 

也就是把偏微分方程的解代人 

qp ( tt ， t /) 

时，它变为零，卽在^ 

< p («, &>) == 0 

中包含了解 e = y ), 

因此，以上所提出的解題法則幷不一定得出所有的解来，还有那些使 

M = M (: c ， y ， 2) = M(ar, y, f(x ， y)) = 0 

的公 =/( x ， y ) 可能是例外.但由 M == 0 得出来的解是不含有任意面数的，因此含有任 
意函数的解一定可以由以上的解題法則推算出来. 

但請注意，偏微分方程还可能包有一些特解——丼不包有任意函数的解. 

倒 1. 解力程 


由 


xp + yq = va m 
dx dy dz 

I h _■■■_■ ■■ 

x y z 


解得 z — ay ^ z = bx ^ 因此得 



f )=° - 


例 2. 解方程 
由 

得出 

卽 

及 

亦卽 

因而得 

例 3. 解方程 
由 

可得 
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(jnz 一 ny^p + Cnx 一 lz^)q — ly — mx. 
dx dy dz 

_ ■ I ■ ■ I • ■■ 

■_ III !■■ ■ - - 

tn^ 一 ny nx 一 Iz ly 一 mx 

xdx + ydy + zdz = 0, 
a : 2 + y 2 + ar 2 = a 

Idx + mdy + ndz — 0, 
lx + my + nz ― b % 

lx + my + nz = <p(^ 2 + y 2 + jy 2 ), 

[1 + ( 方一 x — y) 1/2 ]p + <7 = 2* 

dx dy ds 

^^ J ■■■ ■■ _ 

1 + (jar 一 X — y) 1/2 1 2 

2 y 一 z = y + 2 (z 一 x 一 y ) 1/2 — b m 


i I-'I ■- ' ： ii.h(lli5i I 111 


A 




但特解 


z = x + y 


却不能表成为 


q?(2y 一 z ， y + 2(jet 一 x 一 y) 172 ) = 0 


的形式.要証明这点，以 0 = r + y 代入“， p 得 


U 


2y 一 % = y 一 x 




v = y + 2 ( 怎 一 x 一 y ) 1/2 = y. 


因此《， f 是不相关的函数. 


这个解是从 


M 


Q 


du 

du 

dz 

dx 

Qv 


dz 

dx 


O 


— ^ *• y ) 1 々 


X 


* 


得来的. 


例令求方程 


2 + 3 


dx 


dy 


5 — 0 


的解之經过直綫 


x = a\v ^ y — z = a^v 


者 ，这里 句， & 是常数，而 3 七一 2 幻於 0. 


先由 


dx 

T 


dy ds 


3 


— 5 


得解 


u 


3x _ 2y y v — 5x + 2z. 


因而得一般解 


5x + 2 jst = q?(3r 一 2y )， 


这里 9 是任意面数.以直綫代入，得 


(5^1 + 2a 3 )v = <p[(3^i — 2a 2 V ]， 


所以 


?>w = 5ai + 2g3 右 


3^i — 2a 




2 


因而得出所泶的解答 


(3ai 一 2a^) (5x + 2z) — (5^x + 2a 3 ) (3x — 2y) 


例 5. 求 


x 


2 


dz 

dx 


y 


2 


dz 

dy 


y 


的解答之适合于 


sr(l ， y) = <p(y) 




先解 




这里 0 是任意菡数* 
例 1. 汆解 


dz 


dz 

dx 2 


dz 


dx 


n 


这里《是常数.先解 


dXi 

尤1 


dx , 


X 4 


d ^£ 


mz 


得出 


Xl 


^1 




z 


Cfl 一 1 ， 


X 


n 


X 


n 


X , 


因此 


z 

xZ 


<P 


尤 l 


X. 


X 


is 


X 


n 


这里 0 是一任意函数，卽得 


Z 


x^O (― 1 


X 


X 


n 


这是齐次函数的 Euler 定理的逆定理. 

如果方程 (1) 中 Z = 0,則方程祖显然有一积分 


z = c 


(常数 ）• 


命》1， 


魯■馨 


9 




1是 


dxi 

xT 


dx . 


的《 — 1个积分，則方程 (1) 的解是 


Z 








这里 0) 是一任意函数. 


mz 


> 


€ 


n* 


* 


10. —般一級偏微分方程的解法 


Charpit 法 


我們現在考虑一般的一級偏微分方程 

F ( x y y , p 9 q ) = 0. 

如果 (1) 的解答还适合于另一个一級偏微分方程 


尤， y ， 方，夕，穿 ) = 0, 


則可由 （1) 与 （2) 解出 


P ^ 0( 尤， y ， ：）， q = z\ 


但 < p 不能是任意的，它必須使 


dp 


d 2 z 


dq 


dy dxdy dx’ 


如果这条件适合了，則我們可由解 


dz ~ pdx + qdy 


⑴ 


⑵ 


⑶ 


(4) 


来找出方程 (1) 的解.因而解方程 (1) 的問題一变而为寻求适合于条件 （3) 的面数企的 
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問題. 


对％， y 求偏微商 5 得 


dF 

dx 


dF i dF dp i dF dq 

- p 十--十 ' — 

dz dp dx dq dx 


0 , 




dx 


dz 


dp dx 


d0 dq 

dq dx 


0 , 


dF . dF 


Qy 


dz 


q 


dF dp + dF dq 
dp dy dq dy 


0 , 


dQ> d0 d0 dp 

dy dz dp dy 


d ❿ dq 

dq dy 


0 




从前一对方程中消去#，得 

ox 

dF d0 一 dF d0 
dx dp dp dx 


P 


dF d0 _ dF 60 
dz dp dp dz 


dq ( dF d ❿ dF d0 
dx dp dp dq 


0 


« 


从后一对方程中消去#，得 

ay 


dF d ❿ 一 dF d0 
dy dq dq dy 




dF d0 _ j0F 
dz dq dq 



dp (dF d0 一 dF 30 
dy \dp dq dq dp 


0. 


由于 


dq 

dx 


与， 上两式相加后，这两項消去整理之得 

oy 


dF 

dx 


P 



aa > 

dp 


dF 

dy 





d 0 

d 分 


+ 


dF\ 60 
dp / dx 




v dq / dy 


dp 




dF\ 
dq / dz 


0 


争 


(5) 


(5) 是一个函数 0> 的綫性方程，因而由上节的結果可知，問題化为求解下刻綫性方程組的 


問題了. 


dp 


dq 


ds 


dx 


dy 


dF , dF 

■Jrj ■ n ■■ ■ ■■■■ 

’ rs 


dx dsi dy 


dF f , aF 


ds 


p 莩一, dF 


Op 


dq 


dF 

dp 


dF 

dq 


d 0 


这說明了 20= 0 ,卽少是常数.这是 （5) 式的显然解答，不必多論. 


将这方程的解答与 （1) 联立，作为 h y 的函数解出 hi 然后积分 （4) 得出解答来, 


卽为所求, 


倒 1 . 解微分方程 


穸 2 + 孕 2 _ 2px 一 2qy + 2xy — 0, 
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其对应的常微分方程組是 

dp __ dq _ dx _ dy 

■_ ■ ■ ■ ■ —- ■ • 一 ■■ -■ -■ ■ ■■ _ ， l_ ■ 

2y — 2p 2x — 2g 一 2p + 2x 一 2g + 2y 

故 

t dp + dq = dx + dy ， 

卽得 

p 一 x ^ q 一 y = a # 

与原方程 

(p 一 x) 1 + {q —— y) 2 = (je _ y) 2 

联立，解答 

2 (p — r ) ~ a -\~ [2(^ 一 y ) 2 — a 2 ] 1 。， 

2( 孕一 ^ y) — a — [ 2(^x 一 y ) 2 — a 2 ] 

因此 ， ^ = p 办 + qdy 变为 

2dz = (2：f + a)dx 4 - (2y + a)dy + {dx 一 Jy)[2(Jf _ y) 2 — “ 2 ] 1 々， 

卽得 

2z 一 厶 =a: 2 + ajr + y 2 + ay + - - - [2(x 一 y) 2 — a 2 ] in — 

2 

- ^-log (2 1/2 (x 一 y) + [2( 龙 一 y) 2 — “ 2 ] 1 ’ 2 )* 

2 3/2 

这是一个完全解，不难推导出一般解来.但注意，幷无奇异解. 

習題.求解 

i) p 1 + q 2 — 2px — 2qy + 1=0 ， 

ii) 2、pq + 夕 y + qx) + 方 2 + y 2 = 0. 


§ 11 . 上节方法的特例 


t ) Lagrange 方程 


此时由 

得 


R — Pp — Qq — 0 5 


F = R 


dF 

dp 



一 Pp 一 Qq 
— dF 



9 


— p 


dF 

dp 


q 


dF 

dq 








因此得綫性方程組 

卽为前所談过的方程* 
2) 解方程 


dx dy dz 

〜 SS —— 人 =1 — —— 

P Q R 


少（夕，彳 ） = 0 , 




• 卜 •_ 呻 Iffl 


■ Hihiirii. 
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此时 


F ~ % q) 


其中^ y ， z 都不出現，故 


dF 


dx 


dF 

dy 


0, 


dF 


dz 




所以 


dp _ dq 


dx 


4 y 


o 


o 


Q 0 

dp 


— M 9 

dq 


故得 P 


穿 = 6 都是常数.由原方程可知 


<Ka ， 厶 ） = 0, 


因此 


因而 


z 


dz — pdx + qdy = adx 4 - bdy. 


ax ^ by Cj </^(a 5 ^) == 0 


參 


3) 解方程 


屮 U ， ？，孕 ）= 0 , 


其中 x ， y 不出現*命 F = <Kl ?，穿），則 


dF = 0, 


dx 


dy 


因此 


dp 


dq 


P 竺， F 


dz 


dz 


故得 q = ap 9 与 少 O , p , q ) = 0 联立，我們可以解出 P 与穿来，卽 P = / O ) 与穿 


代人 


dz = pdx + qdy ， 


得 


dz 


fOO 


dx + ady^ 


因此 


f A 

J /U) 


^ y . 


4) 解 


F 二 <pQx ， p) — <A(y 5 q) =- 0, 


則 


dF 

dx 


dg > 

a 7 


dF __ dq? 


dF 


dp dp ’ dy 


d 0 

dy 


dF 


dtp 

a 7 


dF 

d ^" 


故 


dp 

d<p 

dx 


dx 


d<p 

dp 


400 


• 330 • 




或 



dp + dx — 0, 


dp dx 

卽 

T ( 欠， p) = 0 ， 

故 

少 (y ， = A 

解出 P 与穿得 、 

P ^ 0 x (x y a), q = 0 2 {y^ a) m 

因此 

dz = 0i( a: ， a)dx + 02 (y ， ^dy 


而 


Z -b c 




6i(^x ^ a^)dx + 


jWy, a)dy. 


例 1. 汆偏微分方程 

的解之过圓周 W + y 2 = 1， z = 0 者 . 
由 2) 已知，送方程有一完全解 


P 2 十^二 1 


Z — ax by -\r c ^ a 2 4- == 1, 

命 a = cosOy b = sindj c — ((0) ， 求其一 " 般解 

z = xcosO + y sin 6 + e(0 )， 

0 = 一 xsiad + ycosd + cX0\ 

当试 = 0 时， 

1 = 太 2 + y 2 = (^cos0 + y sin 0) 2 + ( — x sin d + y cosOY = 

= O(O) 2 +O'(0)) 2 . 

这个微分方程的一般解是 <r(0) ^ cos{6 + 々），々是常数，而奇异解是 八 6') = ± 1 . 由奇 


异解得 
从一'般解 

这幷非所求之解，当方 = 

=1 5 5 T = 0 # 


(jet ± I) 2 = * 2 + y\ 

= (x + cos 々 ) 2 十 （y — sin 々) 2 ， 

0时得出一点; t = 一 cos 皮 ， y = sin 免， 而不是整个圓周 x 2 + y 2 
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理想流体的运动方程235 
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椭球面253 

椭球坐标253 
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精确度175 
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Cauchy 乘法 102 
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Christoffel 第 一 ^ 类符号 266 
Christoff el 第二类符号 266 
Clairaut 方程 134 
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Fourier 級数 271 
Fourier 系数 272 
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Fourier 变換300 
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Gauss 方程266 
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Gibbs 現象284 
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Hamilton ( Nabla ) 算子220 
Heiae-Bord 定理 29 
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Dini 定理 89 
Dirichlet 积分61， 274 
Dirichlet 級数 67 
Dirichlet 判別法 67 
Dirichlet 乘法 102 
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Einstein 約定 262 
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Fejir 积分 287 
Fejir 定理 288 
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Kepler 方程 108 
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Lagrange 綫性方程 321 
Lagrange 級数 106 
Lagrange 乘子法 48 
Lambert 級数 102 
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Nabla (Hamilton) 算子 220 
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Olinde-Rodrigues 公式 251 
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Parscval 等式 288 
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Plato 問題 255 
Poisson 公式 301 
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Riemann 几何 255 
Riemann 第一类曲率張量 270 
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Riemann 可积 276 
Riemann—Lebesgue 定理 277 
Riemann g 函数 283 
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Stokes 公式 200, 217 


Taylor 公式 42 
Taubei ； 定理 69 
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Vieta 公式 79 
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Wallis 公式 75 
Weingarten 方程 268 
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EayMaH 公式 178 
BayMaH 改正数 178 
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